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Predgovor

Pred vami je skripta, ki podaja osnové&pesolske matematike. Poznavanje tega pO@ro
se npr. zahteva pri predmeRacunalniSko vodeni procesi v programu Informatika.

Snov obsega 13 osnovnih poglavij, ki jim sledi dalj14. poglavje. V zadnjem po-
glavju na kratko pregledamo nekolik@je snov, ki je podrobno razkena v @benikih za
tehnitne visoke strokovngole. Skripta se zakljii s primeri nalog iz pisnega dela izpita
in s spiskom vpr&anj za ustni zagovor. Ugotovili boste, déuaske naloge ne pokrivajo
celotne snovi. Za pribfino Cetrtino snovi je namiedovolj, da znate raziti teorijo.

Ce pogledate v kazalo, boste hitro ugotovili, da matematiga samo realne funkcije, po
drugi strani pa brez njih ne gre. Realnim funkcijam in druggméam iz tako imenovane
matemaitine analize je pos¢enih prvihSest poglavij. Sledi predstavitev osnovnih tehnik
numertne matematike. Osmo in deveto poglavje sta iz linearndedgeeseto pa podaja
uvod v moderno statistiko. Sledi poglavje namenjeno metodptimizacije, ki pa je le
skica brez prevelikih podrobnostiZal za ta izredno koristen del matematike &nem
nacrtu ni dovoljasa, zato bo tisti, ki btelel re&Sevati realne optimizacijske probleme,
gotovo moral pos@ po specializiranih knjigah. Enako velja tudi za poglavgtevilskih
sistemih in preklopnih funkcijah, ki spadata v diskretna@naatiko.

Zakaj so v skripti ravno ta poglavja? Odgovor je preprosts lhko motivira pri Genju.
Poleg &nega nérta, ki podaja osnovne smernice, sem se pri izbiri snovedmyal po
modernih kalkulatorjih. Oglejte si npr. sliko kalkulatarSHARP EL-506W na koncu
predgovora (izbragisto nakljl€no in ni nujno, da sami uporabljate ravno tega). V zgornji
vrsti so tipkesin, cos, tan, sin—!, cos™!, tan=! . To so kotne funkcije. V zgornjem delu
imamo tudiz?, 23, ./, o/, Y (potertne funkcije),y”, 10, e* (eksponentne funkcije)
terlog in In (logaritemski funkciji). Tipka—DEG preklaplja med stopinjami in radiani.
Nad Stevilkami so napisi, Yz, Y22, Yay, Xy, Yy?, 7, sz, , ox, ¥, sy in oy. Te funkcije
uporabljamo pri statistiki. Nad oklepajema&®ea, b in r. Uporabljamo jih pri izréunu
linearne regresije. Desno spodaj so napisiEX, —BIN, —DEC in —OCT. Z njimi
pretvarjamo med raalhimi stevilskimi sistemiCe preklopimo n&estnajstki sistem, ki
ga pogosto uporabljajo ¢analnikarji, potrebujemaérke odA do F v drugi vrsti zgoraj.
FunkcijeNOT, AND, OR, XOR in XNOR so preklopne funkcije. TipkANS je zn&ilna
za kalkulatorje z algebrénim vnosom (pri njih matemaiine izraze vnsamo od leve na
desno tako, kot so zapisani na papirju) in nam npr. koristhpmericnih metodah za
iskanje ncle. V sredini tipkovnice najdemo tipkez, — r0 in — xy. Z njihovo poma&jo
racunamo s kompleksningitevili. Kalkulator zna celo numenno integrirati (tipka/ dx)

in raCunati z matrikami (ni prikazano na tipkovnici). Skratkaazskoraj) vse, @emer
govori tale skripta. Ali drugée povedandstudent, ki bo skripto ridudiral, bo razumel in
koristno uporabljal vse tipke na dasmgih znanstvenih kalkulatorjih. Verjetno se strinjate,
da se za vsakegazanirja tehnike spodobi, da pozna vsaj toliko matematikediotorin
20€ vreden kalkulator.

PriCujoca skripta ne more biti prikmnik za prave igenirske probleme. Ko odgovora ne
najdete v skripti, odprite Bragstejnov Matemafini priroCnik. Da se boste lge zndli tam,
so v vsakem poglavju podane strani, kje obravnavano snoleteay Brostejnu.



PaSe kratko pojasnilo. To jdruga, popravljena razlicicaskripte. Opozoril bi predvsem
na spremembe Vv poglavju o statistiki, kjer je bilo v prvi \igrzéuda” napak.Zal so
nekatera poglavjde vedno pomanjkljivo napisana, na koncu skripte pa dehgaztelo
manjka. Seveda pa napake v skripti in njene pomanijkljivestinorejo biti razlog za &e
neznanje, zato le skrbno sledite predavanjem ter vajamdelagjte svoje zapiske.

Robert Meolic
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Linux, Latex, Texmaker in Gnuplot

Pisanje matemadinih tekstov je izziv zaradi velike kdline raznih simbolov, erth, ta-

bel, matrik in grafov. NiBe ne zna tega kar “stresti iz rokava”. Po drugi strani pa se
Studenti tehnike ne bi smeli bati pisanja mategrah besedil in uporabe matematih
racunalnikih orodij.

PriCujoca skripta je nastala na sistemu Linux (distribucija Edubusprogramom LaTeX.
Uporabljen je bil urejevalnik besedil Texmaker v1.5. Grafngarisan z orodjem Gnuplot
v4.0. Vsa uporabljena programska oprema je bré&xaa

Gnuplot je zmogljivo orodje za risanje grafov. Program, &kien smo npr. narisali sliko
1.1, se glasi takole:

set term nal postscript eps color solid;

set output 'graf-1-1.eps’;

set grid;set zeroaxis linetype -1;set size 1.0;
set xrange[-4:4];set yrange[-3:3];

plot x**1 w4, x**x2 |lw 4, x**3 | w 4;

3
o] ———
X2
X**3 —
2

2
Vet informacij najdete na internetu:

e http://ww. edubunt u. or g/

e http://en.w ki pedi a. org/wi ki/LaTeX

e http://ww. xmimat h. net/t exmaker /i ndex. ht m

e http://ww. gnupl ot.info/
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POGLAVJE 1

FUNKCIJE

Matemattni prirocnik, str. 1-13, 26-29, 34-37, 46-65

1.1 Uvod

Osnova moderne matematike so rawe.
Mnozicaje skupek réi, ki jim pravimo elementimnazice.
Mnozice ozn&ujemo z velikimiCrkami. elemente pa z majhnirdikami.
Primeri:
A=1{1,2,3} mnazca A ima 3 elemente

B ={A,0} mndicaB ima 2 elementa

1le Aj4¢ A pripada, ne pripada

Mnozica lahko ima neskamo Stevilo elementov, npr. mitica sodihstevil.

Osnovnestevilske mn@iceimajo svoje oznake:
N - naravnastevila: 1,2, 3,4, ...

7 - celastevila: —2,—1,0,1,2, ...

) ) 1 1 1 35
- racionalnastevila; ——. ——. 0. -, —. — . ..
@ - racionalnastevila 5 3,0,4,4,4,

R - realnaStevila: v2, /3, , . ..
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POGLAVJE 1. FUNKCIJE

S poma;jo teh oznak lahko zagemostevilneStevilske mnaice, npr.:

S={zlr=2 -k ke N}

Oznaka za neska@mo jeocc, vendar moramo biti pri uporabi tega znaka zelo previdmi, ke
oo ni Stevilo!

Kartezicni produkt dveh mnozic je mnazica parov:
AxB=A{(1,4),(1,0),(24),(2,0),3,4),3,0)}

Relacijoje podmnozica ozn&imo s simbolomar in C.
Interval je podmndica realnihsStevil.
Primeri:

[a,b] ={z]r €e R,a <2z <b} zaprtinterval

(a,b) ={z|]zr € R,a <z <b}  odprtinterval

la,b) ={z|lr € R,a <z <b}  delno odprtinterval oz. delno zaprt interval
Preslikava mnazice A v mnozico B je predpis, ki vsakemu elementu iz mace A pri-
redi nataino dola@en element iz mnace B. Definiramo jo lahko kot:

e f: A — B, Kjer je A definicijsko obmgje preslikave,B pa zaloga vrednosti
preslikave,

e f:ay— by,ay — by, ... Kjersoas,as,...elementi, ki se preslikujejd,, bs, . ..
pa njihove slike.

Preslikave oblikeA — R, kjer je A C R, imenujemorealne funkcije. Upodobitev
realne funkcije v karteZnem sistemu imenujengraf realne funkcije. Realne funkcije,
ki jih znamo zapisati s formulo, selementarne funkcije

Osnovne elementarne funkcijeso:

e potertna funkcija,
e eksponentna funkcija,
¢ logaritemska funkcija,
e kotne (trigonometrijske) funkcije.
Najbolj znanesestavljene elementarne funkcijeso:
e linearna funkcija,
e kvadratna funkcija,
e polinomska funkcija,

e racionalna funkcije.



POGLAVJE 1. FUNKCIJE 1.2. POTENCNA FUNKCIJA

1.2 Potertna funkcija

Potertna funkcija ima oblika; = 2%, a € R.
Naloge:

A Skiciraj funkcijey = 2!,y = 22,y = 2°

[ I

X X X
* * *
WN -

A Skiciraj funkcijey = 2%,y = 2%,y = 2
5

e
X542

XA

o]




1.2. POTENCNA FUNKCIJA POGLAVJE 1. FUNKCIJE

A Skiciraj funkcijey = 2!,y = 2%,y = 27

N
—_—
— |
X X X
Nwe

‘2 [l

-3 -2 -1 0 1 2 3

A Skiciraj funkcijey = 2%2,y = 29% ¢y = 208
3

x*+0.2

x**0.5
P
25
2 //
15 /
-
/_//_/
—
1
0.5 //
0
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
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1.2. POTENCNA FUNKCIJA

A Skiciraj funkcijey = 212,y = 215,y = 225

3

x**:IL.2 —_—
X**1.5 ——
X**2.5
25 / / /
2 / //
1.5 /
1
0.5 //
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
A Skiciraj funkcijey =2y =23y =277
3 T
D il R
\ \\ —
X7
2
1
\\
0
—
-1
| F\
3
4 3 2 -1 0 1 2 3 4
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POGLAVJE 1. FUNKCIJE

2

15

0.5

-0.5

-1

3

25

15

0.5

A Skiciraj funkcijey = 272,y =274,y = 276
o —
X**-6
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
A Skiciraj funkcijey = 2792,y = 2795 ¢y = 2708
\ \ X%.0.2 ———
X405~
X**-0.8 ——
\\
\
\\\\
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4
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A Skiciraj funkcijey = 2722,y = 2715 ¢y = 2729

3 T
\ \ e T —
x*-1.5 ——
x**-2.5
25 \ \
| \\\
1.5
1
0.5
\ \
\EQE:
0
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Pojasnilo:
1 1 1
—0,5
= ’ - — = - —_
Y 0,5 T \/;
x5 L3 %/ 3 x3

V splosnem je definicijsko obnije poternih funkcij nadmnaica intervala0, o).
Funkcijey = 22,y = 2%,y = 272,y = 7%, ... so sode funkcije (simetthe na 0g)).

Funkcijey = z,y = 2%,y = 2%,y = 273, . .. so lihe funkcije (simetine nay = —x).
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1.3 Eksponentna funkcija

Eksponentna funkcija ima oblikp= a*,a € R,a > 0.
Naloge:

A Skiciraj funkcijey = 1,5%,y = 2%,y = 3%

5 T
1.5%*x
2%+
4 /
; //
2 //
1
/
/
o _,_——’;:/?
-1
-4 3 2 1 0 1 2 3 4

A Skiciraj funkcijey = 0,2%,y = 0,5%,y = 0, 8"

5 T
%

coo
QUIN
* Xk
* X
X X X

1
—_—
\\\
-1
-4 3 2 1 0 1 2 3 4



POGLAVJE 1. FUNKCIJE 1.4. LOGARITEMSKA FUNKCIJA

1.4 Logaritemska funkcija

Logaritemska funkcija ima oblikg = log, z,a € R,a > 0,a # 1.
Naloge:

A Skiciraj funkcijey = log, z,y = logs x,y = log;
3

:og(x);:og'@) —

3 —
&Eﬁ%m%@/
2

P
/
1
/
/

0
_1 // /
-2 / /
-3

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

A Skiciraj funkcijey = logy, z,y = logy s o,y = logg g @

3 T T
\ \ log(x)/log(0.2) ———
log(x)/log(0.5) ———
\ log(x)/10og(0.8)

(I

| \
| \ -

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

A IzraCunaj vrednosti naslednjih logaritmolig, 10, log, 050, log, 100

> doma&a naloga



1.5. KOTNE FUNKCIJE POGLAVJE 1. FUNKCIJE

1.5 Kotne funkcije

Osnovne kotne funkcije sp=sinx, y = cosz iny = tgz.

3 [ T T T T T Sin(x) ]
cos(x)
tan(x)

83 1 1 1 1 L]

-3 -2 -1 0 1 2 3

V splasni obliki sinusno funkcijo zagemo koty = A - sin(w - = + ), Kjer je:

e A -amplituda,
e w - frekvencain
e ¢ - fazni premik (+o = levo, —¢ = desno)

Naloge:

A Skiciraj funkcijoy = 2 - sinx
3

sin(x)
2*sin(x)

| \

N N

X N
\

10
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A Skiciraj funkcijoy = sin(2 - z)
3

sin(x)
sin(2*x)

NS
AN

SN
_/

-3

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

A Skiciraj funkcijoy = sin(z + g)

3 T

sin(x)
sin(x+(pi/2)) ———

N ™
| >

11



1.6. LINEARNA FUNKCIJA POGLAVJE 1. FUNKCIJE

A Skiciraj funkcijoy = 2 - sin(2 - = + g)

3 T T
sin(x)
2*sin(2*x+(pil2)) —

\
A& / /%\\
| RV

1.6 Linearna funkcija

Linearna funkcija ima oblikgy = ax +b,a,b € R.
Koeficienta vpliva na strmino premice, koeficiehipa na presase z osjoy.
Naloga:

A Skiciraj funkcijiy =2z 4+ 1,y = -2z + 1
6

Z \|/
Z /1N

2ix+1
2ax+]

12



POGLAVJE 1. FUNKCIJE 1.7. KVADRATNA FUNKCIJA

1.7 Kvadratna funkcija

Kvadratna funkcija ima oblikg = ax?® + bx +c, a,b,c € R, a # 0.

Obliko kvadrante funkcije dol@mo glede na vodilni koeficient in glede na vrednost
diskriminante D = 1? — 4 ac.

Ekstrem kvadratne funkcije je d¢ka (p, ¢), ki jo imenujemotemein jo izraCunamo kot

b D
p= 2a’ = 4a’
Naloge:

A Skiciraj funkcijey = 2 + 22 + 2,y = 2> — 20 + 1,y = 22 — 4o + 2

: VT T EE
[IAN\\ANAY
IR

: /

-4

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

A Skiciraj funkcijey = -2+ 2 — 1,y = —2> + 22— 1,y = —2®> + 3z + 4

-X*2+x-1
8 X2+2%x-1 ]
-XM2+3*x+4

6 N\

4 \

-10 -5 0 5 10



1.8. POLINOMSKA FUNKCIJA POGLAVJE 1. FUNKCIJE

1.8 Polinomska funkcija

Polinomska funkcija stopnje ima oblikoy = a,2" + a,_12" ' + ...+ ay2' + ag,a; €
R,a, # 0. Dale od osi y se polinomska funkcija ol&epriblzno tako, kotte bi vse
koeficienteu;, razena,,, postavili na O.

Naloge:

A Skiciraj funkcijiy = 2* — 322 — 2+ 1,y = —2® + 22 + 2 + 2

[ | X350 23+ 1

3 |\

2 |\
1 \ \
0 /N

-6 -4 -2 0 2 4 6
A Skiciraj funkcijey = 23 + 22,y = 2* — 23,y = —a* + 22

3 T
X**3+x**2 —
X¥*4-x**3

VLY R Je—
2 /
1

14



POGLAVJE 1. FUNKCIJE 1.9. RACIONALNA FUNKCIJA

Tocke, v katerih funkcija seka asimenujemaicle funkcije. Nicle polinomske funkcije
lahko dol@imo na raziene n&ine:

1. Po formuli (za polinomske funkcije do vkino tretje stopnje)

2. ZraZlenjevanjem

3. S pomd@jo Hornerjevega algoritma

4. Z numercnimi metodami

1.9 Racionalna funkcija
P(x)

Racionalna funkcija ima oblikg = W kjer staP(z) in Q(z) polinomski funkciji.
Pri racionalnih funkcijah dolgamo:

e niCle - so enake Blam polinomske funkcije gtevcu,

e pole - so enaki rilam polinomske funkcije vimenovalcu,

e asimptoto - dobimo jo z deljenjem polinomov in

e pres€isCe z osjo y - dobimo ga tako, da vstavime= 0.

NiCle in poli so lahko lihe ali pa sode stopnje.
Naloge:

o . 20 — 1
A Skiciraj funkcijoy = x+ 1
x

> Ni€la: +3 (prve stopnje)
Pol: —1 (prve stopnje)
Asimptota:y = 2

Preséiste zy: y = —1

. | L (2Li(x+1) —

6 |
4 /

-10 -5 0 5 10

15



1.9. RACIONALNA FUNKCIJA POGLAVJE 1. FUNKCIJE

?—4 (z—-2)(z+2)
2 4+2r4+1 (x4 1)2
> NicCle: —2, 42 (obe ntli prve stopnje)

A Skiciraj funkcijoy =

Pol: —1 (druge stopnje)
Asimptota:y = 1

Preséiste zy: y = —4

. (X2-4)/(x*2+2*x+1)

6

ia |

-10 -5 0 5 10

>+ Tr+12  (z+3)(x+4)
r+2 T +2
>> NicCle: —3, —4 (obe ntli prve stopnje)

A Skiciraj funkcijoy =

Pol: —2 (prve stopnje)
Asimptota:y =z + 5

Preséiste zy: y = 6
12

‘ 2+ 7Ax+12)/(x+

10

: |

-15 -10 -5 0 5
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POGLAVJE 1. FUNKCIJE 1.9. RACIONALNA FUNKCIJA

?—2x+1 (z—1)(z—1)
2r +2 2w +1)
> NiCla: +1 (druge stopnje)

A Skiciraj funkcijoy =

Pol: —1 (prve stopnje)
Asimptotaiy = 1z — 3
Preséise zy: y = 5

\ (xm2-24x+1)(24x+2) ——
8 i (1.0/2.0)x(3.0/2.0) ——— |

6 |

—
0
2
-4 B \
//// \
_6 \
= x
8 \
|
10 S 0 5 10
)
A Skiciraj funkcijopy = ——
J 10y 2 —2x +1

> domaa naloga

17



1.9. RACIONALNA FUNKCIJA POGLAVJE 1. FUNKCIJE
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POGLAVJE 2

ODVODI

Matemattni prirocnik, str. 272-276, 278-281

2.1 Definicija in notacija

Odvod funkcije v dani toki nam pove, kako strma je funkcija v tejta.

Ay _ypi—y _ fle+Dr)— f(x)

Ax Ax Ax

Ce je graf funkcije neravna krivulja, je rezultat te formullvisen od velikost\z in je
le priblizek prave vrednosti.

Ugotovitev s slike zagiemo s formulojf’(x)

ManjSi kot je Az, boljSi priblizek dobimo. Nataten rezultat dobimda;e v formulo vpe-
ljemo limito:
fle+Ox) — flz)  fle+dx) — f(x)

f/ (a:) = hmAmHo Agj = dX

19



2.2. PRAVILA ZA ODVAJANJE POGLAVJE 2. ODVODI

V zvezi z odvodom uporabljamo razhe simbole.

Naj boy = f(z). Potem lahko zagemo:
dy d
/ g —
Ce naredimo odvod Vrat zapored, dobimo odvodesyih stopen,;.
d d d? d*y
" A e e I LA
@) =y'= gw? = w2y = 12
Primera:

. Zapisdi(x?’ + 1) pomeni odvod funkcijef (z) = 2 + 1.
X
2

o Zapis%(aﬁ3 + 1) pomeni drugi odvod funkcij¢ (x) = 23 + 1.
X

Clendy = f'(x) - dx imenujemodiferencial funkcije f(z) in nam pove, za koliko se
spremeni vrednost funkcijée se pomaknemo za malenkost v levo 0z. desno.

Odvod funkcije je tudi funkcija! Izrdunamo jo tako, da &émo limito. Ker je to téavno,
si pomagamo pravili za odvajanje in tabelo odvodov elementarnih funkcij

2.2 Pravila za odvajanje

3. y=fa)-gla) o =f@) g@)+ f(@) g
@), f@)g@) = @) g(a)

V= Y 9(2) - 9()

5.y=fg(e) ¢ =Fe() g()

Naloge:

A Odvajajy = 22
>y =2z

A Odvajajy = 23
>y = 3z?

A Odvajajy = 2% + 2*
>y = 2z + 322

20



POGLAVJE 2. ODVODI

2.3. ODVODI ELEMENTARNIH FUNKCIJ

A Odvajajy = 2% - 23

>y =2x- 23+ 2% 32? = 22* + 32 = 5t
xZ

A Odvajajy = —
T

2¢ - a3 — %322 2t -3zt  —at 1

>y =

3 . 13 26
A Odvajajy = (23)?

>y =2(23) - 32? = 62°

2.3 Odvodi elementarnih funkcij

l.y=2° y =a 29!
2.y=d* Yy =a"-lna a>0a#1
1
.y=log,z ¢ = a>0,a#1
r-Ina
4. y=sinx y =cosw
5. y=cosx ¢y =—sinx
Naloge:
.. 1
A Odvajajy = — =271
x
1
_ -2 _
A Odvajajy = \/z = z2
RIS SO B SR
Y73 “2 'z 2
A Odvajajy =1 —=x
1 1
> = . —1 e —
Y 2¢/1 —x (=1) 24/1 —x
A Odvajajy=z-v1—=x
—1 2 -3z
> /:1' ]_—I+,']}—: e
Y ” Wz SN

A Odvajajy = i—;l

>> domaa naloga
A Odvajajy = sin 2z
> doma&a naloga
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2.4. UPORABA ODVODA PRI RACUNANJU KOTOV POGLAVJE 2. ODVODI

2.4 Uporaba odvoda pri raCunanju kotov

Kot ¢, pod katerim premicg = k - x + n seka osc izraCunamo iz formuleg ¢ = k.

Ce krivulja f () seka os v tocki xy, potem je kotp med to krivuljo in osjor enak kotu
med tangento na to krivuljo v &&i x in 0sjox.

Izpeljemo lahko nasledniji izrek:

Ce krivulja f (z) seka osr v tocki xy, potem za kotp med to krivuljo in osjox velja
formulatg ¢ = f'(zo).

Cese krivuljif (z) in g(z) sekata v toki o, potem je kot med krivuljama v tem pre&sgu
enak kotu med tangentama na ti dve krivulji €koz.

Naloge:
A Pod kaknim kotom seka os parabolay = 22> +x — 10 ?

> Najprej izr&unamo tgke, v katerih parabola seka osNajdemo 2 taki toki:

-1+ 81
4
T = 2,$2 = —2,5

y/ = 41‘ + ]_ y/(xl) = 9, y/(l‘2> e —9
tgpr =9 o = 83,66° = 83°39'35"
tg e = —9 g = —83,66° = 96, 34° = 96°20'25”

25(x¢*2) +x-10 ——
9*x-18 ——
O*y-
5 9*%-22.5

S T

T2 =

m N/

-10 -5 0 5 10
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POGLAVJE 2. ODVODI 2.5. UPORABA ODVODA PRI REUNANJU PRIBLIZKOV

A Pod kalnim kotom se sekata krivulji, = 22 in y, = 2* ?

>> Dani krivulji se sekata v teki = = 1.
y =2z
Yy = 4z’
tgpr =2 1 =63,43°
tgps =4  py =T75,96°
g — 1 = 12,53°

2
XF*Q e
X**4
2*x-1
4*x-3
15

-0.5

2.5 Uporaba odvoda pri racunanju pribli zkov
Cev definicijo odvoda namesto spremenljivkesstavimo neko doléeno t@&ko z, do-

bimo naslednjo formulo:

f(l’() —+ dX) = f(l’(]) + f/(ZL'()) . dX

Formula je pravilna le€e jedx neskomno majhen.ée temu ni tako, dobimo naslednjo
formulo, ki ni enakost a je kljub temu uporabna:

f(wo + Ax) = f(xo) + ['(20) - D
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2.6. UPORABA ODVODA PRI RISANJU FUNKCIJ POGLAVJE 2. ODVODI

Naloge:
A Izratunajv/65
> Za funkcijo f(z) = &« poznamo natamo vrednost v toki =, = 64 in sicerv/64 = 2.
flao) = Vo =as
fl(z) = 6377% = é ' (\6/15)5
f(65)=f(64+1) x9=064Ax=1

11
F(64+1) ~ f(64) + f(64) - 1 =2+ - oo - 1= 12,0052

Totna vrednosty/65 = 2,00517

A Doloci priblizek zav/a? + k, kjer je k precej margeStevilo oda
> Vzamemof(z) = \/z, g = a® in Az = k.

) —
flzo+ Ax) = f(xg) + f(xg) - D
\/ﬁm\/a_QvL%};-k:a—F%

. 0,08
Primer uporabe;/16, 08 ~ 4 + ’T = 4,01

Tocna vrednosty/16, 08 = 4, 00999

2.6 Uporaba odvoda pri risanju funkcij

Ce poznamo eno &xo na funkciji in odvod funkcije v vseh bah, lahko to funkcijo v
celoti naremo z izbrano nat&nostjo. Odvod pa lahko uporabimo pri risanju funkcij
tudi na druge néne.

Ce je odvod funkcije v neki iili enak n&, potem je tangenta v tejiki vodoravna. Tane
tocke imenujemastacionarne takein jih delimo na:

e Minimum
e maksimum in

e prevo.
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POGLAVJE 2. ODVODI 2.6. UPORABA ODVODA PRI RISANJU FUNKCIJ

" (xr3)2+1
3-(x-2)"*4

A\
VA Fa T

; ]

Naj box, stacionarna ttka funkcijey = f(x). Potem velja:
® y/(x0) =0
e Ce jexy minimum, potem velja/ (z) > 0
e Ce jexy maksimum, potem veljg’(zy) < 0

e Ce jex, prevoj, potem velja/ (zo) = 0
Pri sklepanju v obratni smeri moramo biti nekoliko previdni

e Ce veljay”(zo) > 0, potem jer, minimum
e Ce veljay”(zo) < 0, potem jer, maksimum
e Ce veljay’(xy) = 0, potem ni nujno, da je, prevoj, lahko je tudi minimum ali pa
maksimum!
Naloge:
A y=162" —82° =8z%- (22 — 1)
>y = 6423 — 2422
y" = 1922? — 48z
Najprej poscemo stacionarne tie.
Yy =82?(8r —3) =0
Stacionarni toki staz; = 0,y; = 0inxy = g ys ~ —0, 1.
y" (1)
/

1
y"(x9) =9  totkaw, je minimum

0  zdrugim odvodom ne moremo zanesljivo datotipa tocke x
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2.6. UPORABA ODVODA PRI RISANJU FUNKCIJ POGLAVJE 2. ODVODI

0.5 T

\ 16¥5044-GA X3 ——
0.4 \
0.3 \
0.2 \ /
0.1
0.1 /

-0.2

-0.3
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

A y=2"-2
> ¢ =42® edina stacionarnata jex; = 0
Y = 1222

Veljay”(xo) = 0, vendar pa v toki x, ni prevoj ampak minimum.

z \ / o p—
| | |
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POGLAVJE 2. ODVODI 2.6. UPORABA ODVODA PRI RISANJU FUNKCIJ

Natartno pravilo za doldanje tipa stacionarnedke je naslednje. Zaporedoma izs@amo
vrednosti drugega, tretjegaetrtega itd. odvoda v stacionarnicta, dokler ni rezultat
razlicen od né. Ce je rezultat pné razlicen od ni pri odvodu sode stopnje, potem je v
toCki minimum (rezultat je pozitiven) oz. maksimum (rezujtanegativen)f:e je rezultat
prvi€ razlicen od nt pri odvodu lihe stopnje, potem je v tefdki prevoj.

Naloge:
A y=162" —82° =8z (22 — 1)
>y = 643 — 2422
Zanima nas tip stacionarnetkexr; = 0,y; =0
y" =1922% — 48z y"(0) =0
y" =384x —48  4"(0) = —48
V tej tocki je prevoj (glej sliko na pr&niji strani).
A y=2"-2
>y = 4a3
Zanima nas tip stacionarnetkez; = 0, y; = —2
y' =122 4"(0) =0
y" =24z y"(0)=0
y" =24 y"(0) =24
V tej toCki je minimum (glej sliko na pré&jnji strani).

Ce za vrednosti funkcije na nekem intervalu velja, da od levelesno nagtajo, potem
je ta funkcija na tem intervalnarastajoCa.

Ce za vrednosti funkcije na nekem intervalu velja, da od leveesno padajo, potem je
ta funkcija na tem intervalnarastajoca.

Pri dolatanju, ali funkcija v okolici neke ttke nar&Ca ali pada, si lahko pomagamo s
prvim odvodom.

e Ce veljay'(zy) > 0, potem funkcija v okolici t6ke z, nara&ta
e Ce veljay'(z) < 0, potem funkcija v okolici t6ke z, narata

e Ce veljay'(zy) = 0, potem funkcija v okolici t6ke x, ali pada ali nar&a ali pa se
spremeni iz padajie v nar&cajoco oz. obratno.

ToCke, v katerih se funkcija spremeni iz pad&gov nar&Cajaco sovpadajo z minimumi
te funkcije. Take, v katerih se funkcija spremeni iz n&ajcce v padajoo sovpadajo z
maksimumi te funkcije.

Ce le&zi funkcija na nekem intervalu nad tangentami v vsatkéh tega intervala, potem
je ta funkcija na tem intervalkonveksna
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2.6. UPORABA ODVODA PRI RISANJU FUNKCIJ POGLAVJE 2. ODVODI

Ce l&zi funkcija na nekem intervalu pod tangentami v vsetkah tega intervala, potem
je ta funkcija na tem intervalkonkavna.

Pri dolccanju, ali je funkcija v okolici neke konveksna ali konkaysalahko pomagamo
s drugim odvodom.

e Ce veljay”(zo) > 0, potem je funkcija v okolici toke z, konveksna

e Ce veljay”(zy) < 0, potem je funkcija v okolici toke 2y konkavna

e Ceveljay”(z) = 0, potem je funkcija v okolici tokex, ali konveksna ali konkavna
ali pa se spremeni iz konveksne v konkavno oz. obratno.

Naloga:
A y=\/z
>y = 193’%
Y73
, 1 s 11
y = ——r 2 = ———-
4 43
Zavsakz > 0 veljay”(z) < 0, torej je funkcija konkavna.
3 T T T
sqrt(x)
(1.0/2.0)*x+(1.0/2.0) ——
25
2 _
_— —
15
~
//
1
0.5
0 ’/
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

28



POGLAVJE 2. ODVODI 2.7. UPORABA ODVODA V FIZIKI

2.7 Uporaba odvoda v fiziki

Odvod je pogosto uporabljena operacija v fiziki.

Tukaj je primer iz poglavja o gibanju teles. Tam velja,&dgjes = f(¢) funkcija poti po
2s
casu, potem jej—i funkcija hitrosti pocasu inm je funkcija pospska pocasu.

. . . . y gt? .
Na primer, pri navginem metu je pot podana s funkcie= v -t — DR kjer jev, zaCetna

hitrost ing zemeljski posp&ek.

Kako se spreminja hitrost?

ds 2gt "
V= — =V — —— = Vo —
It 0 5 0— 8
Kako se spreminja pospek?
d’>s  dv . . . . .
a= o @ —g  (pri navptnem metu imamo vesas konstanten pojemek)
Naloga:

A Moz s prtljago je v€olnu 5 km od obale in bi rad dosegeltm, ki je 6 km po obali
navzgor. Ma lahko vesla s hitrostjo 2 km/h, hodi pa s hitrostjo 4 km/he Kgj pristane,

da bo najhitreje dosegel cilj?

MORJE OBALA
D cilj
6—X

6 km @ pristanek

I Ly ==
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2.7. UPORABA ODVODA V FIZIKI

POGLAVJE 2. ODVODI

>

S S
V= - t=—
t v
V25 +a22 66—
tskupaj: 9 + 4
dt 1 1 1 x
dx 2 2.2 + 42 1 2. \/25 + 12

Zanima nas, kdaj jedi =0
dx

20 — V25 + 22 =0
422 = 25 + 2
312 =25
2
T = ?5%2,891{11&

30
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POGLAVJE 3

NEDOLOCENI INTEGRALI

Matematcni prirocnik, str. 315-321, tabela neddlenih integralov je na str. 856-892

3.1 Definicija in notacija

Nedolceni integral[ f(z) - dx je vsaka funkcija, ki ima za odvod funkcijf(z).
Fla) = [ f(x) - dx

Odvod katerekoli funkcijé’(z) je enak odvodw () + c.

[ flx)dx=F(z)+¢

3.2 Integrali elementarnih funkcij

a+1

+1
Jat-dx=Inz+e¢

T

fx 'dX:a

=

+c a# -1

xT

N

.fa"’-dX: ¢

+c¢ a>0,a#1
Ina

T

w

. Jlog, z - dx =z -log, x — +c¢  a>0,a#1

Ina

4. [sinz-dx = —cosz + ¢

5. [cosz-dx=sinz+ ¢
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3.3. PRAVILA ZA INTEGRIRANJE

Naloge:

3
2 2

A [z dx—fx'z dx-% 25\/x3+c
2

eﬂ?

A [e"-dx= +c=e"+c

Ine

3.3 Pravila za integriranje

1. fa-f(x)-dX:a-ff(x) dx

2. [ f(x) )rdx = [ f(z) dx+ [g(z)-dx
Naloge'

1 1 x ! 1
Af dX—f;-dx+fp~dx—lnx+cl+—1+02 lnx—gjtc

dx 1 1 1 Inz 1
- [Zidx=—( — =t 1

Afx~lna Ina x x Ina (Inz+er) lna+1na 08, T+ €
A [z o dx=77

o> dom&a naloga

A [(z+1)2 dx=77

> domaa naloga

3.4 Metoda substitucije

Ce veljat = g(z) potem velja:[ f(g(z)) - ¢'(z) - dx = [ f(t) - dt
Dokaz poteka tako, da¢anamo z diferenciali:
t=g(r) = dt =¢'(x) - dx

Sedaj izrazimalx = in vstavimo:
g'(z)
dt
flg(z)) -dx = f(1) - 7 ()

flg(x)) - ¢'(x) - dx = f(t) - dt

Ce sta enaka diferenciala, potem sta enaka tudi integrala!
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POGLAVJE 3. NEDOL@ENI INTEGRALI 3.4. METODA SUBSTITUCIJE

Naloge:
t=1+z 9 9
A [Vitzr - dx=|dt=t -dx=1-dx :f\/i-dt:§\/t_3+c:§ (1+z)3+c
dx = dt
t=142x
_ _ 1
A [VTF 20 dx= | dE= 0 de=20dx = [ Vi de=
dx = - -dt
2
1 1 2 1
- _. . — — .2/ _ 1+ 97)3
2f\/idt 5 3\/t_+c 3 (142z)3 +¢
t=z+1
1 t—1-1 t—2 2
A [T dx=|o=t—1 | = [t = [ de = (1= ) dt =
v dx = dt

1
:fl-dt—Zfz-dt:t—2-lnt—|—c:x—|—1—2-1n(:1:—|—1)+c

t=22-1
r dt = 22 - dx 1 11 1.1
A -d — — . .d — _._.dt:_ __dt:
U ot Lo [ = d=153 2/
2
1 1
zﬁ-lnt+c:§-ln(x2—1)
2 —
dx F=l-u —ot . dt 2

—|z=1- |= Ldt =

A fx-m e — 90t f(1—t2).t:_fm

p=1—-t,g=1+1

1 1 dt dt
T
du dv L
:fz—fj:lnu—lnv—i—c:ln(l—t)—1n(1+t)+czln(1+t)+cz
zln(%)+c
R fsinx'dX: i]t::(j(fzinx-dx :_fl.dt:_lnt+c:—ln(cosx)+c
COS T t

sinz -dx = —dt

1

pu— 1 1
t =sinx :ft-dt=§-t2+cz§'5in2$+c

dt = cosx - dx

A fsinx-cosx-dxz’
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3.5. INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJ POGLAVJE 3. NEDOLOENI INTEGRALI

3.5 Integriranje racionalnih funkcij

Pri integriranju racionalnih funkcij uporabimo metodo stitucije. Se preden pa Zaemo
integrirati, racionalno funkcijo preoblikujemo po metadidol@enih koeficientov.
. P(x) . N
Postopek za izkaun integrala/ m je naslednji:
T
1. Ce polinom vStevcu ni mar§e stopnje kot polinom v imenovalcu, potem delimo poli-
noma. Integral rezultata je integral polinoma in ga@n@amo posebe;j.

2. Ostanek razstavimo na vsoto parcialnih ulomkov:
P(x) P(z)

Qz) (x—a)-...-(x—ap)™- (22 + bz +c1) ... (224 bpx + )
Za razstavljanje uporabimo metodo nednih koeficientov.

: Ay Ay A,
I k — a)" dobimo:
z vsakegdx — a)" dobimo m_a+ @ —a) +...+ @—ay

Blflf + Cl X ng + CQ le’ + Cs
224+ bx+c (22 +bx+4e)?2 T (22 +bx+4c)®

|z vsakegdx? + bx +c)* dobimo:

3. Za integriranje parcialnih ulomkov uporabimo nasledaojenule:
A d

fxia-dX:A-ij:a:A-ln(xj:a)+c
fﬁ-dx:A-f(xi—Xa)z:— 'xia“
f%-dxz%-arc‘cg%%—c
f(xQ:l——XCQ)Q'dXZQ-lCZ.(xQ—xi-CQ—i_fo(i}-{cQ)

Druge formule najdemo v matematiem prir@niku.

Naloge:
dx dx
A —_
fa:2—5x—6 f(x—6)(x+1)
> Zapisemo: ! _ A + B
P 22 —5r—6 x—6 x+1
. 1 1 1
Dobimo: =

2 —50—6 T7(x—6) T(x+1)
S pomeajo dobljenega rezultata preoblikujemo integral. Natorapano formule za inte-
griranje parcialnih ulomkov.

dx 1 dx 1 dx 1 1
&= 2 - o n(z—6)— = -1 1) +c—
Jomes= 7 s 7 T e -6 - (e +e
1 r—0
— 2.1
- n(x+1)+c
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POGLAVJE 3. NEDOL@ENI INTEGRALI 3.5. INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJ

3r+5 3x
4 fx3—x2—x+l'dX:f(x—l—l)(x—l)Q.dX
> Zapisemo: 50 45 = A + b + ¢
B—22—-z+1 z+1 -1 (x—1)>2
3T+ 5 1 1 4

Dobimo:

22—+l 2 +1) 2@-—1) N (r —1)2
S pomajo dobljenega rezultata preoblikujemo integral. Natorapano formule za inte-
griranje parcialnih ulomkov.

f 3r 4+ 5 -d _f dx B dx n 4-dx

P oat—ztl o e+l 2a-1)  (@—12
1 dx 1 dx dx

vy ey T ot

1 1 1
:§-ln(x+1)—§-ln(:1:—1)+4-(—$_1)+c:
1 r+1 4
:—-1 —
e D e
B+ ar+2 B2+ r+2

. — . e
| iimes ™ f(x2+1)(x2+2) =7

> domaa naloga
2x - dx
A =
J (14 2)(1+ 2?)?
> domaa naloga
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3.5. INTEGRIRANJE RACIONALNIH FUNKCIJ POGLAVJE 3. NEDOLOENI INTEGRALI
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POGLAVJE 4

DOLOCENI INTEGRALI

Matemat€ni prirocnik, str. 326-332 in 337-341

4.1 Definicija in notacija

Imejmo krivuljo f(x). Zanima nas pEEina pod to krivuljo na intervalu oddox. Oglejmo
si na primer tabelo ter graf za funkcifiz) = z in g(z) = /x.

x priblizna pl&Lina za f(x) od) dox priblizna pl&Cina zag(x)od 0 do =
0 0 0
1 0,5 0,5
2 2 1,41
4 8 4
a : Vi
2 2
5 T
sqrt(x)
4
3
//
2
/
1
0
-1
-1 0 1 2 3 4 5 6 7
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4.1. DEFINICIJA IN NOTACIJA POGLAVJE 4. DOLGENI INTEGRALI

Ker je krivulja funkcijeg(x) = /x ukrivljena, so navedene vrednosti premajhne. Iz slike
lahko razberemo, da so premajhne. Zanima nas, kako lGunedi tane vrednosti.

Zanima nas pl&ina S, ki je plosCina pod krivuljo od téke x, do taCke zo + Ax.
Ozn&imo pla&Cino s F(x).

Ce jex, tocka, ki je nekje med fttko z, in tocko zy + Az, potem lahko zagemo:
plostinas = F(zg + Ax) — F(xg) = f(x1) - Az
Iz tega izraza dobimo:

o - Heot 81 P

Ce je/Az zelo majhen, potem je; zelo blizuz,, torej dobimo:

F(xg 4 dx) — F(x0)
dx

f(xo) =
f(xo) = F'(z0)
F(xo) = [ f(wo) - dx

Konstanto, ki se pojavi v rezultatu neddnega integriranja, je potrebno ustrezno prila-
goditi.

Lastnosti:

1. Ce je funkcija pod osja, potem kot rezultat dobimo negativstevilo, katerega abso-
lutna vrednost je iskana goina.

2. Ce je funkcija deloma nad, deloma pa pod osjg@otem kot rezultat dobimo razliko
med placino nad osjar in plosCino pod osjar.
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POGLAVJE 4. DOL&ENI INTEGRALI 4.2. NEWTON-LEIBNITZOVA FORMULA

4.2 Newton-Leibnitzova formula

B
Ozn&imo z | f(x) - dx plostino pod krivuljo med tékamaA in B. Potem velja:
A

[£(x)-dx = F(B) — F(A) = F(X)j

B
Zapis [ f(z) - dx imenujemadoloCeni integral.
A

Newton-Leibnitzova formula velja I€e je f(z) zvezna na intervalu od do B.

Naloge:
! 1 .11 1 1
A [22 ds=(=23)|==--13-2.03==
Jot dx=(5r0)] =3 3
1 2 L2 2 2
A .d el (S 3 = — 13——. 03—_
{\/5 x=(3 \/x_)(|) ; ; ;
21 2
A [~-dx=(Inz)]=In2—1Inl1=0,69315
1T 1

™
A [sinz-dx = (—cosx)
0

=—cosm—(—cos0)=1+1=2

o—23

A lzratunaj platino lika, ki ga oklepata funkcijf = 2* —4in g = 4 — 22,

6 T
X¥*2l) e
4-x**2
| \ /
2
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4.3. POSPLGENI INTEGRALI POGLAVJE 4. DOL@ENI INTEGRALI

> Funkciji f(x) in g(x) se sekata v ftkah—2 in +2. Na celotnem intervalu od 2
do +2 so vrednosti funkcije(z) ve€je od vrednosti funkcijef (x).

7"2<g<x>—f<x>>-dx= J (4= a2 —<x2—4>>-dx=}2<8—2x2> dx =

(8 3)+\2 (82— 2.2 = (8- (<2) — = - (<2)")
_= T — —X e . —_— J— J— [ J— —
3 3 3
16 16 32 64
(16— 5) = (<16 + ) =32 — = = = ,33333

4.3 Pospl&eni integrali
Pospl&eni integral je doleni integral, pri katerem:

1. je vsaj ena od mej v neskémosti al

2. gre funkcija na danem intervalu v neskoost.

Pospl&ene integrale, ki imajo meje v neskmosti, prevedemo na ragevanje limit po
naslednjem vzorcu:

B

[f(z) dx = ilgijf(x) -dx

A Bop?

Pospl&ene integrale. pri katerih gre funkcija \to C, ki je na intervalu odA do B, v
neskortnost, prevedemo na radevanje limit po naslednjem vzorcu:

[#(x)-dx= lim [ (@) - dx+ lim [F(z)- dx
A c—=C~ "y c—C+",

Ce kot rezultat pospkenega integrala dobime, potem ta integral ne obstaja in ga ime-
nujemodivergenten integral. Pospl&eni integral, ki obstaja, imenujenkonvergenten
integral.
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POGLAVJE 5

LIMITE

Matematcni prirocnik, str. 37-41

5.1 Definicija in notacija

Zapisr — a pomeni, da se: priblizuje vrednosti. Ce je to pomembno, potem to
priblizevanje zagemoSe bolj natatno in sicer:

e © — a (x se priblzujea z leve) in

e 1 — a' (x se priblzujea z desne).

Limita lim f(x) je vrednost, kateri se prilduje f(x), ko sex priblizujea z leve.

T—a

Limita lim+f(ac) je vrednost, kateri se prilfluje f(z), ko sex priblizujea z desne.

r—a

Ce velja lim f(z) = 1im+f(w) = 1, potem lahko zagiemolim f(x) = yp.

Tr—a r—a r—a

Ce se priblizujea, f(x) pa raste preko vseh mej, to zagmo z znakomo.

Izraza lir;n f(z)in lim f(z), prikaterih nas zanima vrednost funkcije, keoaste preko
vseh mej, imenujembimita v neskonc¢nosti.
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5.2. PRAVILA ZA RACUNANJE LIMIT POGLAVJE 5. LIMITE

Nekatere osnovne limite:

1. lim — =+

z—0t T
o1
lim — = —0
r—0— T
. 1
2. lim — =0
r—too

3. lim log, z = —o0, Cea > 1
z—0*

lim log, z = 400, Cea < 1
z—0t

5.2 Pravila za raCunanje limit

1. Ce jeb konstanta, potem za vsaKlimb = b in tudi lim b= b

r—a r—F00

2. Cejef(z) v totki a definirana in zvezna, potem Jan f(z) = f(a).

3. lim(f(z) £ g(z)) = lim f(z) £ limg(z)

r—a r—a r—a

4. lim (f(x) - g(x)) = lim f(x) - limg(x)

r—a r—a

flz) @)

5. lim = =
wag(z)  limg(z)

6. L'Hospitalovo pravilo:

Celim f(z) = 0in limg(z) = 0, pOtem:limM = lim f/(x)
r—a r—a r—a g(x) z—a g (l’)

L'Hospitalovo pravilo velja tudige lim f(z) = ocin limg(z) = oo

Naloge:

A limz? =9
r—3

A i =0
:L‘lg(l) r—1
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POGLAVJE 5. LIMITE 5.2. PRAVILA ZA RACUNANJE LIMIT

A lim _|t=r—1 —limﬂ—liml—l—liml—l—l—oo——l—oo
eoltxr—1 | xz=t+11] ot t  t—o0t ot t N
3 T
x/(x-1) ——
2
\
1
\\
0
1
2 \\
-3
-4 3 2 1 0 1 2 3 4

o —1 . Tz —1 . 1 1
A lim—— = lim =lim—— = —
z—172 — 1 gc—>1(x— 1)(1‘4— 1) z—1g 4+ 1 2

To limito lahko r&imo tudi po L'Hospitalovem pravilu:
r—1 1 1

lim = lim— = -
=122 — 1  2—12x 2

3 T T
\ (x-1)/(x2-1) ——
2
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5.2. PRAVILA ZA RACUNANJE LIMIT POGLAVJE 5. LIMITE

A lim S8 _ 1imcosl(x) = % =1

z—0 €T z—0

Sin(G0/x

4 3 2 1 0 1 2 3 4
il sin(x) _ lim cos(x) 1 oo
a—0t T x—0t 2% 0

3 T T
\ SINGQ/(c™2) —
2
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POGLAVJE 5. LIMITE 5.3. UPORABA LIMITE ZA RACUNANJE ODVODOV

Ax? — 8
A lim &~ 7 i 2P lima—4
r—+oo {L‘Z + 1 z—+o00 21 r—+o0

8

(443 2-3)(c2+1)

2 N

5.3 Uporaba limite za raCunanje odvodov

V poglavju o odvodih so bili predstavljeni odvodi elemeniarfunkcij. Te odvode si
matematiki niso izmislili “kar tako”, ampak so jih iztanali s pomgjo limit.

Naloga:

A Z uporabo limit izr&unaj odvod funkcijef (z) = 2

. fla+Ax)— f(z . (x4 Ax)? —2?
> @)= jim, ( A:i | ):Alfllo< A:Z -
24200 A+ Ax? — 22
— lim * re v ot or Ty lim (2z + Ax) = 2x
Az—0 Ax Azx—0

5.4 Uporaba limite za raCunanje pospl@&enih integralov

Naloge:
A fe*"’“" -dx = lim fe*m cdx= lim (—e™®)| = lim (—e @+ —e %) =
0 a——+o00 0 a——+00 0 a——+400
1
= lim(l-—)=1-0=1
a—+00 e
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5.4. UPORABA LIMITE ZA RACUNANJE POSPLGENIH INTEGRALOVPOGLAVJE 5. LIMITE

1
A f— dx = lim fx 2.dx = lim (—a271)

a
a—+00"y a—-+oo 4|L a—+00 a 4 4

A lzratunaj —-d
[y

> To je pospl&eni integral, ker gre dana funkcija \ta 4, ki je na intervalu od 2 do 6 v
neskortnost. Zato razdelimo integral v dva dela:

6 1 a 1 B 1
[~ dx=lim [~ - dx+ lim [~ - dx
v/ (4 — x)? a—4=% 3/(4 — x)? a—d+y 3/(4 — x)?

Ker integral ni enostaven, najprej posebej @naamo nedol@en integral. Uporabimo
metodo substitucije:

1 t=d-w 1 ’ 1
[/ dx=|dt=—dx | = (=dt)=—[t 3-dt=—3-t=+c=
V(4 - a)? dx = —dt Ve 3
=-3.Y4—x
Sedaj uporabimo Netwon-Leibnitzovo formulo:
. 1 . ¢ 1
hmf—-dx—i-hmf—-d}{:
a—4=% J/(4 — x)? a—d+y 3/(4 — x)?
a 6
= 11111( 3-v4—x)|+ 111£1+( 3-vVA—1x)| =
a—4= 2 a— a
= 11217((—3 VAd—a)— (=3-v/4—2))+ liri1+((—3 4 —6)—(=3-v4—a)) =

—(3-V2) + (-3 "2 =632

5

I \ " (L(4-X))*2y(1.0/3.0) ——
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POGLAVJE 6

TAYLORJEVA IN FOURIERJEVA
VRSTA

Matematcni prirocnik, str. 305-306, 309-310 in tabele str. 848-855

6.1 Dotik funkcij

Pri definiciji odvoda smo zapisali:

f(zo + Ax) = f(x0) + f'(70) - Dz

V to formulo vstavimoAx = = — z, in dobimo:

f(x) = f(xo) + (x — o) - f'(20)

Leva in desno stran sta raatii funkciji, ki pa imata v t@ki z, isto vrednost in isti prvi

odvod. Pravimo, da obstaja med njima¢koz, dotik prve stopnje. Ce je na levi strani
funkcija f(x), potem desno stran oztieno z oznakaf; (z).

Primer:

flz) =2

fi(@) = f(@o) + (x — m0) - f'(w0) = f(20) + 2+ w0 (z — 20)
V tocki xy = 3 dobimo:

fB3)=9

'(3) = 6

filz)=9+2-3- (X —=3)=62—-9

—

a7



6.2. TAYLORJEVA VRSTA POGLAVJE 6. TAYLORJEVA IN FOURIERJEVA VRSTA

Naredimo preizkus:
f1(3)=6-3—-9=9
fi(3) =6

Ce imata funkciji v neki toki dotik, potem sta v ozki okolici te fike podobni.

25 T
P —
6*x-9

20 \ //
15 \ /
10 \ /

5

0 [

-15 -10 -5 0 5 10 15

V zgornjem primeru je dobljena funkcija tangenta na funkcijg. V sploSnem velja, da
imata poljubna funkcija in tangenta na njo \Ckbdotika dotik vsaj prve stopnje.

Ce imata dve funkciji v neki teki enako vrednost, enak prvi in tudi enak drugi odvod,
potem imata v tej toki dotik druge stopnje. Ce so enaki vsi odvodi do vkifino n-tega
odvoda, potem imata funkcilotik stopnje n . Vi§je stopnje je dotik, bolj podobni sta si
funkciji v okolici toCke dotika.

6.2 Taylorjeva vrsta

V praksi je zelo koristnoge znamo za dano funkcijf(x) poiskati polinom, ki jeCimbolj
podoben originalni funkciji. Polinom, ki ima s funkcijé(z) dotik prve stopnje, eno-
stavno izr&unamo po postopku predstavljenem v pnggm podrazdelkuSe bolgi pa so
polinomi, ki imajo dotike v§je stopnje. Imenujemo jih Taylorjevi polinomi.

Ti(z) = f(xo) + (x — x0) - f'(0)

(x — x0)?

2 . f”(ﬂfo)

(x — 1)?
21

Ty(x) = f(z0) + (z = w0) - ['(w0) +

(x — x0)?

T,(w) = fla0) +

o) + o)+t
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POGLAVJE 6. TAYLORJEVA IN FOURIERJEVA VRSTA 6.2. TAYLORJEVA VRSTA

Taylorjev polinomT,, ima v tacki x s funkcijo dotik vsaj stopnje. Tukaj je en primer:

J@) =
N |
I =ty
poN 2 (1+2) B 2
PO =05t = Wy
oy —2:3-(1+x)? 6
@) = (1+2)8  (1+x)!
" _6-4-(1+$)3_ 24
S I N
1 T — -1 (x — x0)? 2 (x —x0)? —6
L) =1 tao 11 (1+ @) 2 (1+a) 3 (U+a)
N (x — o)* 24 1w (v —20)®  (x—10)*  (x— )"
4! (I+20) 14+z0 (I14+z0)> (14202 (I4z0)* (14+20)5

S . . .1 . : .
IzraCunajmo Taylorjev polinom za funk0|1?+— v tocki xy = 0 in v toCki o = —2.
T

T,(0)=1—z+a2*— 2%+ 2*
Ty(-2)=-1-(2+2) = (z+2)* - (z+2)° - (z +2)*

8 T T
\ / (L)
L-X+X**2-X**B4+X**4
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6.2. TAYLORJEVA VRSTA POGLAVJE 6. TAYLORJEVA IN FOURIERJEVA VRSTA

\ ' T
(K 2)- (X 2) 2~ (X H 2B (X2l
2 \
0
| -/7\\\\
| / \
_6 / \
8
8 -6 4 2 0 2 4 6 8

Cesteviloglenov Taylorjevega polinoma &amo v neskoénost, dobimaraylorjevo
vrsto. Taylorjevo vrsto razvito okoli ttke o = 0 imenujemoMacLaurinova vrsta.

Naloge:
A lzraCunaj vrednostin(1) s pom@jo MacLaurinove vrste.
‘ ZES 135 $7 $9
> x=1
x3 1
- =1-—2=0,833333333
S 6
3 20 1 1
—— 4+ —=1— -4 — =0,841666667
S TR 6 120
2 a2 1 1 1
- - —=1—- -4 — — —— =10,841468254
TR TR T 6 120 5040
[ AT LA v 1 1 1 1
[ T — =0,84147101
* 3! + 5! 7! + 9! 6 + 120 5040 * 362880 '

Natarten rezultatsin 1 = 0, 841470985

- . ™ .. .
A lzratunaj vrednoséos(g) s pomd@jo MacLaurinove vrste.

2?2zt 2% a8

cosx:1—5+z—a+g—...

o> doma&a naloga
A Izratunaj vrednost® s pomdjo MacLaurinove vrste.
120 31 4l

> domaa naloga
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POGLAVJE 6. TAYLORJEVA IN FOURIERJEVA VRSTA 6.3. FOURIERJEVA VRSTA

6.3 Fourierjeva vrsta

Funkcija je periodina s periode, Ce veljaf(z) = f(z + k- ¢), Kjerjek = £1,2,3, ...
Funkciji sin  in cos x imata period®@x. Funkcijatg x ima periodor.

Ce imamof (x) in siizberemo periode, lahko tvorimo Fourierjevo vrsto, ki je periatha
formula z izbrano periodo in se na osnovni periodi ujemo &d&ija f(z).

Formula, po kateri tvorimo Fourierjevo vrsto za funkcfjor), je naslednja:

F(z) = %+a1-coswx+a2-coswa+a3-0083wx+...+b1-sinw$+bg-sin2wx+
b3 - sin 3wz + . ..
. . 2 . . . .
Konstantaw, ki nastopa v formuli je enaka = —W, pri Cemer jec perioda, ki si jo
C

izberemo.Ce izberema = 2r, potem jew = 1.

Konstantea;, as, ... in by, bs, ..., ki nastopajo v formuli, so dodeni integrali, ki jih
izratunamo po naslednjih formulah, v katerih st&n ¢ enaka kot v osnovni formuli:
2 c
ar, = — - [ f(x) - cos kwaz - dx
¢ o
2 ¢ )
b, == [f(x) - sinkwz - dx
€ o
Naloge:

A lzraCunaj Fourierjevo vrsto za funkcijf(x) = z, interval naj bo(0, 27), ¢ = 27

sinx . sin 2x n sin 3z n )
1 2 3

> Fz)=71—2-(

xl+2*pi _—

pi—2*((sin(x))/l.0); ]
i-2*((sin(x))/1.0+(sin(2*x))/2.0)

/
VA VAN
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6.3. FOURIERJEVA VRSTA POGLAVJE 6. TAYLORJEVA IN FOURIERJEVA VRSTA

T T
X+2*pi ———

)/l.0+(sin(2*x))/2.0+(sin(3*x))/3.0); —

8 6 -4 2 0 2 4 6 8
A lzraCunaj Fourierjevo vrsto za funkcijf(xz) = x, interval naj bo(—m, 7), ¢ = 27
sinx  sin2x  sin3x

> F(2) =2 (= - ==+ ———..)

T T - T
X+2*pi ———
X
X-2*pi —
2*((sin(x))/1.0) —
2*((sin(x))}1.0-(sin(2*x))/2.0)

T A /8

6
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POGLAVJE 6. TAYLORJEVA IN FOURIERJEVA VRSTA

6.3. FOURIERJEVA VRSTA

X+2*pi ——
X

X-2*pi ———
2*((sin(x))/1.0-(sin(2*x))/2,0+(sin(3*x))/3.0

)_

|

Y,

/

7 /
2 L 7
-4 /
I /
8 6 -4 -2 2 4 6 8
A |zratunaj Fourierjevo vrsto za funkcijf(x) = a, interval naj bo(0, 7), c =7
4a sindz  sinbdw
> F(r)=—"(sinz + +...
(1) = =+ sina + 2 + 2 )
6 T T T T
2 —
2 —
(8.0/pi)*(sin(x))
(8.0/pi)*(sin(x)+(sin(3*x))/3.0) ——
4
, /XX XX X
/ T \ N4 \ / A\
0 / /
A aN / X paN A\
.5 XX XA
-4
-6
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6
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6.3. FOURIERJEVA VRSTA POGLAVJE 6. TAYLORJEVA IN FOURIERJEVA VRSTA

6 T T T T T
22—
2 —
(8.0/pi)*(SiN(X)+(SIN(3*X))/3.0+(SiN(5*X))/5.0) ———
4
) AN AN N\ N\ VAN
N N/ N
0
> A / \ AN \ AN\
-4
-6
8 6 4 2 0 2 4 6 8
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POGLAVJE 7

NUMERICNA MATEMATIKA

Matematcni prirocnik, str. 715-718 in str. 728-730

7.1 Iskanje nicel

Navadna iteracijska metoda

poglavjel-v3.tex Postopek navadne iteracijske metode:

1. En&bof(x) = 0 zapBemo v oblikiz = g(x), kar imenujemo oblika s fiksno t&o.
2. lzberemo primeren £etni priblzek z,.
3. lzra&&unamo zaporedje pritdkov z, 1 = g(x,).
Ce je izpolnjen spodniji pogoj, potem zaporedje piitiv konvergira k réitvi enabe
f(z)=0.
Pogoj za konvergenco navadne iteracijske metode:

Naj bo X* resitev en&be f(x) = 0 in naj bof(z) povsod odvedljiva funkcijaCe obstaja
tak interval odA do B, da:

1. sta z&etni priblzekx, in prava ré&itev en&be X* znotraj intervald A, B] in

2. obstaja konstanta da veljal¢'(x)| < k < 1 zavser € [A, B,

potem je navadna iteracijska metoda dspe

Konvergenca navadne iteracijske metode je tem Baréjm mange jeStevilok v pogoju.
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7.1. ISKANJE NCEL POGLAVJE 7. NUMERCNA MATEMATIKA

Naloga:
A Resien&boxr?® — 5z +1=0.

> Najprej preoblikujemo er@o. To lahko naredimo na &s&inov, npr.:

r = /br — 1,
341
r = ,
5

r=x3—4r+1,.

3+ 1 3+ 1

Vzemimo oblikor = ,torejg(x) = :

Preverimo pogoj za konvergenco:

Dobljen rezultat nam pove, da lahko z izbrano obliko s fiksmikd iSCemo le ncle na

: ) 5 .y . [D D
intervalu od—\/; <x< \/; pri cemerje\/; ~ 1,29. Tudi z&etni priblzek moramo
izbrati znotraj tega intervala.
6 \ // L xo35u+L
/\ (3*x**2)/5.0 ———
4
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POGLAVJE 7. NUMERCNA MATEMATIKA 7.1. ISKANJE NICEL

>> Iz grafa vidimo, da ima funkcija 3 dle in da lahko z izbrano obliko s fiksnodko
poistemo le nElo, ki lezi na intervalu od O do 1. lzberemocani priblzek zq = 0
in izraCunamo zaporedje prilaikov.

Ty = 0
341 0341
Bl 0,23 41
1y = T = S = 0,2006
3541 0,2016% + 1
23 = xz’; = 2= L 0,2016387
341 0,2016387% + 1
T4 = x?’; == L 0,2016396

Poskusimo z isto obliko s fiksnodko dolciti niclo med 2 in 3. Vzemimo zzetni pri-
blizekzy = 2,5.

Ty = 2, 5)
+1 2,50 +1 3 395
{L‘ = = =
1 5 5 )
3401 3325341
Ty = xl; == 7 5519906

Dobljenestevilke so vedno @e in se ne priblujejo nobeni vrednosti, zato poskus ni bil
usp&en. Vendar pa ni potrebno takoj obupati.

Izberimo drugéno obliko s fiksno téko in sicerx = +/5x — 1 in poskusimo z istim
zaCetnim priblzkom.

To=2,5

xy = /Brg — 1 = 2,2571787
T9 = /By — 1 =2,1747734
x5 = /Bay — 1 = 2,1453382
x4 = /Brs — 1 =2,1346256
x5 = /bry — 1 = 2,1307

16 = /Bas — 1 = 2,1292579
x7 = /brg — 1 = 2,1287276
rg = /Bar — 1 = 2,1285326

Vrednosti vseskozi padajo, vendar vedno bolggsi. Dobljeni priblzki konvergirajo k
pravi vrednosti.
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7.1. ISKANJE NCEL POGLAVJE 7. NUMERCNA MATEMATIKA

A ReSien&box = cos(x).

> En&ba jeze zapisana v obliki s fiksno dke. Odvod funkcijecos(x) je enak— sin(x),
. . . . . : ™ w3 o7
kar je po absolutni vrednosti vedno méajod1, razen pri. . ., B IC USRI LA

15

X
coSs(X)

-

0.5

-0.5

-15

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Iz grafa vidimo, da je r&tev eng&be okoli 0,75. Za zzetni priblizek lahko vstavimo
katerokoli vrednost medg in +g. Izberimoz, = 1.

x1 = cos(zg) = 0,5403023
x9 = cos(zy) = 0,8575532
xg = cos(zq) = 0, 6542897
239 = 0,7390851

Newtonova metoda

Newtonovo metodo za iskanjedal imenujemo tudi tangenta metoda.

Postopek Newtonove metode:

1. 1z en&be f(x) = 0 tvorimo funkcijog(z) = = —

2. lzberemo primeren zetni priblzek z.

3. Izr&&unamo zaporedje pritdkov x,,1 = g(xz,).
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Ce je izpolnjen spodniji pogoj, potem zaporedje piitiv konvergira k réitvi enabe

f(z) =0.
Pogoj za konvergenco Newtonove metode:

Naj bo X* reSitev ené&be f(z) = 0 in naj bof (=) povsod odvedljiva funkcijaCe obstaja
tak interval odA do B, da:

1. so vsi priblgki =, z1, x5 in prava réitev en&be X* znotraj intervald A, B],
2. veljaf'(z) # 0 zavser € [A, B]in

f(x) - f"(x)
f'@) - ()

3. obstaja konstanta da velja < k < 1zavser € [A, B,

potem je Newtonova metoda u§pe.

Grafi¢na ponazoritev Newtonove metode:

Vzemimo funkcijo f(z) = z* — 4 in zaletni priblizek o = 0,5. NariS§emo tangento

na funkcijo f(z) in pogledamo, kje tangenta seka s Preséise, ki je v danem pri-
meru enak®, 25, postane pribliekz;. Postopek ponavljamo i¢e je izpolnjen pogoj za
konvergenco, potem se pribki hitro blizajo ntli.

6 T T
X424 ———

2*x-5
5*x-10.25
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Problem se pojavice dobimo t@ko, v kateri je odvod enak. To pomeni, da je tangenta
tam vodoravna in torej nikjer ne seka asi Problem lahko nastopi tudi takrate med
zaetnim priblzkom in nilo lezi minimum oz. maksimum.

4

(324250 (3 +1)
\ -0.8148%+3.4 ——
-0.2132%+1.712

L /\\
T2

\
\
0
-1
2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Naloga:
A ReSien&Zbor® — 50+ 1=0.
> lzraCunamo prvi in drugi odvod ter tvorimo funkcijz) = = — J]:,((I)) .
T
f(x)=32*-5
f'(x) =6z
(z) = 3 —bHr+1
g = 322 —5

Preverimo pogoj za konvergenco:
Prvi odvod ne sme biti enak
322 —5=0

x:j:\/gzjzl,29

Izbran interval ne sme vkljievati vrednosti-1, 29 in +1, 29. Ce &temo ntlo, ki leZi
med0 in 1 moramo torej kot zzetno vrednost izbrati nekaj med tema dvesteviloma.
Ce 8Cemo nclo, ki lezi med 2 in 3 pa moramo Zati z vrednostjo, ki je v§a od1, 29.
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> Ostane nanse preverjanje zadnjega dela pogoja, ki pa je ponavadi jpezaa/no.
f(@) - f"(x)
f'z) - f'(z)
(x> —5x+1) -6z
(322 —5) - (322 —b)
62t — 3022 + 6a
9x4 — 3022 + 25

Dobljeno neenébo je teko natagno resiti, pravzaprase t&je, kot originalno nalogo. 1z
grafa, ki ga nase r&unalnik, lahko razberemo, da je neéba izpolnjena za vrednosti
mange od—2, za vrednosti bliz® in za vrednosti véje od?2.

6 ' L 3Bl
/\ (6*X**4-30"X 24 64X)/(Q*X**4-30"X*2+25) ———

\

<1

<1

-6
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Iz grafa vidimo tudi pravilo, ki ga prej nismo izpostavilzraz, ki nastopa v neethi je v
ni¢lah funkcije enak (domaca naloga: dok&ite, da je to vedno res). Zato v spl&nem
velja, da je metoda uspmea,cCe za&etni priblizek izberemo dovolj blizu prave vrednosti.

Izberimo torej zaetni priblizek z, = 0 in izraCunajmo zaporedje prildkov po Newto-

novi metodi.
1’0:0

23— Hrg + 1 03 —=5.-0+1
Il:g(IO):xo_og,xg—_g,:O_ 3025 7

3 3

x] —or; +1 0,22-5-0,2+1
= = - =0,2— =0,2016393
T =gln) =n - ey ’ 3-0,22—5 ’

5—5 1
ng(m)zm—%:o,zm%%

2
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> Z Newtonovo metodo pridemo do rezultata z mnogo rsiamgtevilom iteracij kot pri
navadni iteracijski metodi.

PoisCimo Se ntlo, ki lezi med 2 in 3. Kot zéetni priblzek vzemimor, = 2, 5.

Tog — 2, 5
3
Ty — Oxo + 1 4,125
1= g(wo) = o 312 — 5 13, 7
3
@3 — 5, 4 1 0,648
- gy - T 99 0 ) 1319328
Ty = g(71) = 13 3$% 5 ; 9,52 )
3
v — b1y + 1 0,0302636
- - 22T 9 1319328 — ) 9 1284282
7s = g(v2) =22 = o ’ 8,6354124

A PORCi splosni postopek, kako s porijm Newtonove metode $@mo en&boz? — a = 0.
> Imamo torej funkcijof (z) = 2 — a. Izratunajmo prvi odvod:

fl(x) =2x

flz) > —a 20 —a2*4+a  2°+a

glx) = = flx) ‘ 2r 2x R
Ker je nicla funkcije f(z) = 2? — a enakay/a, lahko dobljeno formulo uporabimo za
racunanje korenov.

Izratunaj/2. V tem primeru imama: = 2. Kot zaetni priblzek vzemimo kat:, = 2.

Ty — 2
24+a 2242 6
r1 = g(xo) = e 2.9 =5=L5
2 1,52 +2 4,25
s = gl1) = ‘7”12;“ _ ’2'1+5 = S =1, 4166667
2
3 = g(z2) = xz;a = 1,4142157
2
v4 = g(z3) = xz;:“ = 1,4142136

Izratunajmose+/7. Kot zatetni priblizek vzamimar, = 7.

x0:7

wd+a TP+T7 56
xlzg(])o): 2$0 = 27 :ﬁ:

2 42 +7 23
x2:g(xl)le+a_ T2 9875

20y 2.4 8
z3 = 2,654891304
r, =2,645767044
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> Zanima nas, ali izpeljani postopek vedno deluje.

Prvi odvod funkcijef (z) = 2% — a je enak2z, kar je enako 1 le v tocki 0. Oglejmo si
sedajSe neenébo, ki nastopa v pogoju za konvergenco.

f(z) - f"(z)
f(z) - f(x)
(2* —a) -2
2x - 2x ‘ <1
222 — 2a
42

<1

<1

. N . .1 - o .
Asimptota za funkcijo na levi strani jg, torej je za vse vrednosti, ki so &e od ntle,
neené&ba izpolnjena.

202 —2-7

Oglejmo si dobljene ugotovitve na grafu. Nasimo funkcijoz?—7 in funkcijo 102
T

4 T T
X¥*2-7
(2*X*+2-2¥T)(4*X*+2)
-1
1
2 \ |

o |\ |
N ]

| |
1\
M

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

A S poma@jo Newtonove metode p&ii postopek, kako izaunamadn x, e imamo na voljo
le osnovne réaunske operacije in funkcije’.

> domd&a naloga
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7.2 Vrednost polinoma in njegovih odvodov v dani t@ki

Dan je polinomP(x) in tockaz,. Izratunaj vrednostP(xz), P'(zo), P"(xo), - . .

Naloga sama po sebi nizka, saj odvode polinoma znamo izumati, z zaporednim od-
vajanjem pa dobimo tudi vedno enostaaegzultat.

Hornerjev algoritem je numeni postopek, kako t&no nalogo réimo brez rdunanja
odvodov, kar je v marsikaterem primeru hitreje. Hkrati jetwdi primerna r8itev, Ce
nalogo réujemo z raunalnikom.

Hornerjev algoritem si bomo ogledali na primeru.

Naloge:

A NajboP(z) = 2% + 32* — 42% — 2% + 72 — 1. Izraunaj vrednost polinoma in vrednosti
prvih treh odvodov v toki 3.

> P(x) =2+ 32t — 423 — 2> + T2 — 1
P'(x) =52 + 1223 — 1222 — 20 4+ 7

P"(z) = 202® + 362* — 24z — 2

P"(z) = 602? + 72z — 24

Rezultati naloge so:
P(3) = 389, P'(3) = 622, P"(3) = 790, P"(3) = 732

Po Hornerjevem algoritmu dobimo:

1 3 4 -1 7 -4

3 18 42 123 390

3/1 6 14 41 130 389| 0! =389 = P(3)
3 27 123 492

3/1 9 41 164 622 11 =622 = P/(3)
3 36 231

3/1 12 77 395 .20 =790 = P’(3)
3 45

3/1 15 122 .31 =732 = P"(3)

A NajboP(r) = 3z —4x—1. Izraunaj vrednost polinoma in vrednosti prvih treh odvodov

v tocki -1.
o> domaa naloga
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7.3 NumeriCna integracija

Trapezna formula

DolocCen integral je pl&ina funkcije pod krivuljo. Iskano pkgEino lahko razdelimo na
majhne trapeze z enal&irino. Bolj ozki so trapezi, &jih je in bolj nataiien rezultat
dobimo.

/\—/ yO y]_

X0 x1 x2 x3 x4 h = x1-x0

PloCina trapeza, ki ima stranigi, in i, terSirino i je enakaT h.

Ce sé&tejemo trapeze dobimo:
plo&ina = trapezl + trapez2 + ... + trapezN
Y1 + Y2 Yn—1 + Yn

ploééina:yogy1~h+ ~h+...+T-h
Y, Y1, Y2 Yn—1  Yn

loSCina =h - =4+ =4 = =

P (2+2+2+2+ 2 2)

plo&tina =h - (2+y1+y2+ +yn1+y2”)

Dobljen rezultat imenujemo trapezna formula in gataino zapsemo takole:

2 2

Trapezna formula je po natamosti drugega reda, kar pomeni, da dajgn®rezultate le
za plasCine pod premicami.

b
ff(x)~d><%h'(@+y1+yz+ Yt 22
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Naloga:
2

A fo ~dx =7
0

> Interval razdelimo na 4 del&jrina posameznega dela je 0,5.

02 92
fx Cdx ~ 0,5 (2+y05+y1+y15+y2)—0,5-(5+0,52+12+1,52+5):2,75
ToCen rezultat dobimo z naslednjim iZxaom:
1,2 1 1 8
dx=(za¥)] =22 — - . 0= " =2,66
f‘” x=Gr)l =3 3 3~

Hermitova trapezna formula

Hermitova trapezna formula se glasi takole:
2
+ 5 (% — vn)

ff dxm b (Dt e+ )

Hermitova trapezna formula je po nataosti Cetrtega reda, kar pomeni, da dajére
rezultate le za p&Eine pod polinomi do vkljgno tretje stopnje.

Naloga:
2
A fo ~dx =7

> Interval razdelimo na 4 dele. V Hermitovi formuli potrebuoje tudi odvod funkcije v

skrajnih t&kah intervala, zato najprej funkcijo odvajamo.
d 2

—(2%) =2

dx(z ) o

Sedaj vstavimo v formulo:

2 Yo Yo 052
f$2'dX%O,5 (2+y05+y1+y15+2)+ﬁ (2'0—2-2):2,66
0

Dobimo tcen rezultat, kar je v skladu z natarostjo Hermitove trapezne formule.

Simpsonova formula

Simpsonova formula se glasi takole:

3

Tudi Simpsonova formula je po natamostiCetrtega reda, kar pomeni, da dajérte re-
zultate le za pl&ine pod polinomi do vkljano tretje stopnje.

b h
ff(x)dxm_(y0+4y1+2y2+4y3++2yn—2+4yn—l+yn)
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7.3. NUMERICNA INTEGRACIJA

Naloga:
2
A f:l:2 ~dx =7
0
>> Tudi v tem primeru interval razdelimo na 4 dele.

2 0,5
Ja? - dxm == (yo £ dyos + 2y1 +4y15 ) =
0

0,5
:’?-(02+4-0,52+2-12+4-1,52+2):2,66

Dobimo taen rezultat.

Opomba za vse metode numeéine integracije

Pri vseh metodah za numénio integracijo napaka zelo hitro néta, Ce manfamo na-

tancnost r&unanja!
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POGLAVJE 8

MATRIKE

Matematcni prirocnik, str. 219-227

8.1 Notacija

Matrika velikostim x n je skupekm - n Stevil urejenih vim vrstic pon stolpcev.
Matrike ozn&ujemo z velikimi tiskanimtrkami.

Primer:

A= { (1) —214 g ]

Matrika A ima velikost2 x 3.

Elemente matrike ozajemo z malimicrkami in indeksi oblike (vrstica, stolpec).
Primer:

a1 a2 ai
A= { 3

@21 Ag22 A3

Nekatere matrike imajo zaradi svoje oblike posebna imena:
Kvadratna matrika:

— = ... Qm
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8.2. OSNOVNE OPERACIJE Z MATRIKAMI POGLAVJE 8. MATRIKE

Zgornje-trikotna kvadratna matrika:

o -

0 0

0 0 ... 0
[ 0 0 ... 0 0]

a1 0 0 0
0 929 0 0
0 0 Ann

Enotska matrika (oz1@amo jo z F):
0
1

1 0 0
0 0 0

8.2 Osnovne operacije z matrikami
1. Transponiranje matrik
Transponirano matrikel” dobimo iz A tako, da zamenjamo vrstice in stolpce.

Primer:

1 2 3
a=[o 3 3]

[

o0 =~ O
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2. Sétevanje matrik
Sestevamo lahko le matrike enake velikosti S&gemo istolzne elemente.
Primer:

123
A_{OZLS}

5 6 7
B_{—S —2 —1]

A+B:{6 8 10}

-3 2 7

3. Mnozenje matrike sStevilom

Vsak element posebej ponmiimo sstevilom.

Primer:

12 3
A:[O 4 8}

3 6 9
3"4:[0 12 24}

4. Mnozenje matrik

Rezultat mnaenja matrikA - B je matrikaC, ki jo dobimo po naslednjem pravilu.
Naj bo matrikaA velikostim x n in matrika B velikostin x p. Potem jeC = A- B
matrika velikostim x p, katere elementi so enaki, = ﬁ;axi - biy.

Elemente matrik€' enostavneje zapemo Kotc,, = ay; - b
simulacijski dogovor.

iy» Kar imenujemo Einsteinov

Primer:

a1 a2 ai
A= { 3

Q21 Ag2 A3

A.B = [an'bn a2 - b C113'531}

azy - by age - by ass - by
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Mnozenje matrik ni komutativno. V zgornjem primeru produlta: A sploh ne mo-
remo izr&unati, ker velikosti matrik ne ustrezajGe mnaimo dve kvadratni matriki, ju
lahko zmndimo v kateremkoli vrstnem redu, vendar pa je rezultat bemfa v spl&nem

razlicen.

Primer:

- [31]
(34
45=[1 %]
poa={3 %)

8.3 Determinanta matrike

Determinanta matrikel je Stevilodet A. Determinanto imajo le kvadratne matrike. De-
termiknanto na kratko zagemo tako, da v zapisu matrike oglate oklepaje zamenjamo z
ravnimi Crtami.

Za matriko2 x 2 determinanto izrédunamo po naslednji formuli:

det ailp a2 — aip G2 = 11929 — Q192 * A1
a1 G2 a1 22

Primer:
1 2 1 2

det|:3 4:|_'3 4‘_1‘4_2.3__2

Za matrike3 x 3 determinanto izriéunamo tako, da dodamo po#ma stolpca:

11 Q12 Aa13 aix a2

Q21 A22 (23 Q21 Q22 =

a3; a3z 33 @31 asz2

11 - G2 * A33 + A12.023 - A31 + @13 * A2 - A33 — G371 * A2 - A13 — G32 * A23 - A11 — G33 * Q21 * A12
Primer:
2 4 61| 2 4
o11{]01=2-1-144-1-146-0-0—-1-1-6—-0-1-2—1-0-4=0
1 0 1 1 0

Pravilo z dodajanjem ponzaih stolpcev ne velja za matrike gjéh dimenzij!
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Poddeterminanto matrike dobimo tako, da v matrikiGpt@mo eno vrstico in en stolpec
in izraCunamo determinanto dobljene méamatrike.

Primer:
1 2 3
A=14 5 6
7 8 9
5 6
2 3

Kofaktor elementa;; ozn&imo kot A;; in ga izr&unamo kotd;; = (—1)"*7 - det;; A.

Primer:
1 2
7 8

Kofaktorje uporabljamo pri iz@unu determinant za ¢ge matrike. Postopek imenujemo
razvoj matrike po eni vrstici 0z. po enem stolpcu.

Agy = (—1)23 . = —1-(8—14)=6

Razvoj po prvi vrstici poteka po naslednji formuli:

det A=ay; - Ay +ap- A+ ... +ay, A,

Razvoj po prvem stolpcu poteka po naslednji formuli:

det A=ay; - Ay +ag - Aoy + ...+ a1 - Aot

Tukaj je primer, pri katerem determinanto iztenamo z razvojem po tretji vrstici:

12 3
6 :7-(_1)3“-‘
9

D W

‘+9. (_1)3+3_ ‘

(G100 \V}

1 1
4 4

Nelle!

4 5 g ‘+8-(—1)3+2-‘
7 8
=7-1-(=3)+8-(=1)-(=6)+9-1-(-=3) = —21+48 —27 =0
PriizraCunu determinant si lahko pomagamo z naslednjimi lastriostm
e Matrika , ki ima eno celo vrstico oz. en cel stolpec sestavipesamih ntel ima
determinanto enako &

e Ce sta v matriki dve vrstici 0z. dva stolpca med seboj enaktenpge determi-
nanta matrike enaka i Enako velja tudi takrate sta dve vrstici 0z. dva stolpca
proporcionalna.

e Ce v matriki A eno vrstico 0z. en stolpec poniimo sk in dobljeno matriko
ozn&imo z B, potem veljadet B = k - det A.

e Zgornje-trikotna matrikad ima determinanto, ki je enaka produktu elementov na
diagonali.
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Ratunanje determinante zagje matriko si pogosto lahko ogmo tako, da uporabimo
nastete lastnosti determinant.

Primer:
2 9 9 4 2 5 9 4
2 3128 2 T 12 = razvijemo po drugem stolpcu =
48 3 —5| |4 0 3 -5/ razviemopodig peu=
1 2 6 4 1 0 6 4
2 12 8 29 4
5.-(~1)-|4 3 =5 |+(-7)-|4 3 —5|=
1 6 4 1 6 4
2 3 4 1 1 0 11
5-(=1)-0+(=7)-3-14 1 =5 |=(=21)-|4 1 —5|4 1 =
1 2 4 1 2 4 1 2

= —21-(4—5+10—16) = =21 (=7) = 147

8.4 Inverzna matrika

Inverzno matriko ozn@mo z A~! in jo imenujemo tudi obratna matrika.
Velia: AAt=A"1. A=FE.
IzraCunamo jo lahko tako, da najprej iti@namo adjungirano matriko.

Imejmo matrikoA. Njeno adjungirano matrikadj A dobimo tako, da zapemo kofak-
torje vseh elementov in dobljeno matriko transponiramo.

Primer za matriko velikostt x 2:
1 2
a=[5 1]

T
. 4 -3 4 =2
adJA_{—z 1 } _{—3 1 }
Primer za matriko velikost x 3:

100
B=1]111
2 01
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8.4. INVERZNA MATRIKA

Inverzno matriko nato iz€&unamo po formuli:

1 :
Ail = m . (adJ A)

Naloge:

1 9
‘A:{?) 4}

. 4 =2
> adJA—[_S 1 }

det A = -2
1

AT =~ adjA = (=)

Preizkus:

{?1) i]«_%)'[—%

1
2
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1 0 0
>adjA=| 1 1 —1
-2 0 1
det A =1
1 1 0 O
A_I_I-ade: 1 1 -1
-2 0 1
Preizkus:
1 00 1 0 0 1 00
11 1]- 1 1 -1 | =010
2 01 -2 0 1 0 0 1

Inverzno matriko lahko iztunamo tudi po postopku zamenjave spremenljivk.

Postopek je naslednji:

1. Element na diagonali imenujemo pivot. Ne sme biti enak 0.

. .. 1
2. Konstantadt pred matriko pomnaimo z——.
pivot

. .. 1
3. Namesto pivota za:pemo(E)?.

: .. 1
4. V stolpcu s pivotom mrnomo ZE.

. . .. 1
5. Vvrstici s pivotom mnaimo z—%.

6. Ostale elemente najprej poniimo s pivotom in potem astejemo produkstevila, ki
je visti vrstici kot element in v istem stolpcu kot pivotstvilom, ki je v istem stolpcu
kot element in v isti vrstici kot element.

7. Postopek ponavljamo po celotni diagonali in dobimio!. Ni potrebno, da pivote
izbiramo po vrsti, moramo pa vsako vrstico uporabiti le ekran

Naloge:
100
AA=|1 11
2 01
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>> Izberemo pivot v prvi vrstici, ki je enak. Konstantak pred matriko je tudi enaka

1., 1 1
A L 100
Aj=1-=-]1.2 1-1—(1-0) 1-1—(1-0) | =] 1 11
w 1 | 2 0 1
27 0-1—(2-0) 1-1—(2-0)

Izberemo pivot v drugi vrstici, ki je enak 1. Konstanmtapred matriko je enaka.
Ozn&imo si, da smo pivot v prvi in drugi vrstiage obdelali.

1
1:1-(0-1) 0-= 0-1—(0-1
1 (1 ) 1 (1 ) 10 0
Ay =17 1= (?* (=) |[=]-11-1
. 2 0 1
2:1-(0-1) 0.7 1-1-(0-1)

Izberemo pivot v tretji vrstici, ki je spet enak 1. Konstait@red matriko jeSe vedno
enakal. Ozn&imo si, da smo pivote v vseh treh vrsticadobdelali.

1
1-1—(0-2 0-1—(0-0 0-=
1 02 (0-0) 11 1 0 0
Afagy =17+ | =1:1=(=1-2) 1:1-(=1-0) “lo | =] 11—
2(— o-(-h dp | PN
(-3 1
01 2
A B=|1220
2 01

> lzberemo pivot v tretji vrstici, ki je enak. Konstanta: pred matriko je enaka

1
0-1—(2-2) 1-1—(2-0) 2-=
1 2-2) (2-0) % —4 1 2
By =17-|1:1-(0-2) 2:1-(0-0) 0-57 |=| 1 20
1 1 1

Izberemo pivot v drugi vrstici, ki je enak 2. Konstantapred matriko je enaka.
Ozn&imo si, da smo pivot v drugi in tretji vrstidie obdelali.

42— (1) 1% 2.2 (1-0)

-9 1 4
1 1 1 1 1
Bl =1.-—-. 1-(=2) (2)2 0-(=2) =—-| =110
(3.2)
2 1 08 1 2 | _4 0 o
—2-2—(0-1) 07 1-2—(0-0)
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8.5. MATRICNE ENACBE POGLAVJE 8. MATRIKE

> Na koncu izberem@e pivot v prvi vrstici, ki je enak -9. Konstantapred matriko je
1 1 .. . : . .
enakaﬁ, torej jeE = 2. Ozn&imo si, da smo pivote v vseh treh vrsticadobdelali.

11 2° 1-(-2) 4-(=2)
Bihy =5 —=| —1:2 1-(=9) = (=1-1) 0-(=9) = (-1-4) | =
; 2 =9 —4-2 0-(=9)—(—4-1) 2-(=9)—(—4-4)

. 4 -2 -8
- .| 2 -8 14
18 [8 4 2]

A lzratunajdet A, A7, A%in det A% za naslednjo matriko:
2 -1
Y

o> domaa naloga

8.5 Matricne en&be

V matricnih en&bah je neznanka matrika.

Matricno en&bo preoblikujemo po enakih pravilih kot pri navadni ébia paziti moramo
le, ker mn@enje matrik ni komutativno.

Naloge:
A IzratunajX = (A + E) - A~! za naslednjo matriko:
1 2

=15 1]

> det A= —
-2 1
1 1 4 =2
—1___. ] — (——). —
AT =g radid (2){—3 1} [g _%]

(a0 [E AT A
RN

6+ 3-

78



POGLAVJE 8. MATRIKE 8.5. MATRICNE ENACBE

A lzraCunajX, Ce veljaAd - X = B.
1 2
=[5 1]

o-[3]

> Enabo preoblikujemo tako, da z leve strani poraimeo z A~*. DobimoX = A~!. B.
det A = -2

1 1[4 —2 —2 1
-1 _ . 3 — (——) . =
AT =—gradid=(=5)"| .3 } [ 51 ]
- 2 2
-2 17 15 ~10+6 —4
X=A1.B= 3 1 |- { ] = 15 = 9
2z 6 2 _3 Z
2 2 2 2
Preizkus:

2 I e e e I B

3 4 5 | —12+18 | | 6

A lzraCunajX,Ceveljad- X —2-B- X = F.
4 3
=]

o= 2]

> domd&a naloga
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POGLAVJE 9

SISTEMI LINEARNIH ENACB

Matematcni prirocnik, str. 237-243

9.1 Uvod

V sploSnem imama: linearnih enab zm neznankami.

Sistemn linearno neodvisnihen&b zn neznankami se imenuje Cramerjev sistem inima
natanko eno r&tev.

Sistemn ena&b zn spremenljivkami, pri katerem e@lbe niso linearno neodvisne med
seboj, nima rsitve ali pa ima neskamo resitev.

Obstaja vé metod za réevanje sistema linearnih e Najbolj pogosto uporabljene so
pretvorba v matino en&bo, Gaussova eliminacija in Cramerjeva metoda.

9.2 Pretvorba v matricno enabo

Naloga:

A RE&8i podan sistem egéa.

20 —y+z2=1
T+2y—z=>2
r—y+22=0
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9.3. GAUSSOVA ELIMINACIJA POGLAVJE 9. SISTEMI LINEARNIH ENAB

> ReSevanje poteka na naslednjidna

2 -1 1 T 1
1 2 1 |-|y|=]2
1 -1 2 z 0
[ 2 -1 171" [1 31—t 1 L8
yl=11 2 -1 2| =5 =33 3 |-|2]|=¢c-]3
|z 1 -1 2 0 -3 1 5 0 ~1
. . D : 1
Iz dobljenega rezultata sledi= c¥Y=3 inz= 5
9.3 Gaussova eliminacija
Naloga:
A RE&Si podan sistem eigh.
2t —y+z2z=1
rT+2y—z=2
rT—y+22=0
> Pri Gaussovi eliminaciji na vsakem koraku sistem zréamjo za eno eigao in eno ne-
znanko.
2r—y+z2=1
T+2y—z2=2
rT—y+22=0

V prvem koraku tretjo endbo pomndimo z —2 in jo priStejemo k prvi. Nato jo po-
mnazimo Se z—1 in jo priStejemo k drugi. Dobimo dve eébi z dvema neznankama.

y—3z=1
3y —3z =2

Sedaj drugo eré@o pomnaimo z—1 in jo priStejemo k prvi. Dobimo:
—2y=-—1

o . 1 . .
IzraCunali smoy = 3" Rezultat vstavimo v eno od dveh éhana drugem koraku. Do-
bimo:

! 3 1
— — 3z =
2

o 1 . . : . L
Iz te en&be izr&unamoz = L Dobljenay in z vstavimo v eno od originalnih el

) . 5
in dobimozx = 6
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POGLAVJE 9. SISTEMI LINEARNIH ENACB 9.4. CRAMERJEVA METODA

9.4 Cramerjeva metoda

Naloga:
A RE&Si podan sistem egga.

20 —y+z=1
T+2y—z2=2
rT—y+2z=0

>> Pri Cramerjevi metodi zaporedoma iztanamo determinante v matrikah, v katerih posa-
mezen stolpec zamenjamo s stolpcem na desni strani.

2 -1 1
A=1]1 2 -1
1 -1 2

detA=|1 2 —-1|1 2 =841-1-2-24+2=6

1 -1 1 1 -1
detA, =12 2 1|2 2 =44+0-2-0—-1+4=5
0 -1 2 0 —1
21 1 21
detd,=|1 2 -1 |1 2 =8-140-2-0-2=3
1 0 2 10
2 -1 12 -1
detA, =1 2 2|1 2 =0-2—-1—-24+4—-0=-1
1 -1 0|1 -1
Resitve sistema ertd so:
detA, 5
r = — —
det A 6
_detA, 1
y_detA_Q
det A, 1

v detA 6
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POGLAVJE 10

STATISTIKA

Matematcni prirocnik, str. 610-614, tabele str. 927-931

10.1 Opredelitev problema

Prelujemo mnaico maznih izidov nekega poskusa o0z. pojava.

1. Ceizid nekega ponovljivega poskusa 0z. pojava ni vedno erakimost, nas zanimajo
zakonitosti glede izida. S tem se ukvarja VERJETNOSTNICGRAN. V spldsnem
moramo prediti vse mane izide poskusa. Pri ugotavljanjustetju vseh izidov nam
pomaga KOMBINATORIKA. V spl&nem velja, d&e se nek poskus 0z. pojav ponovi
neskorno mnogokrat, potem izmerjeni rezultati ustrezajoGaraanim.

Primer: Hkrati veemo dve igralni kocki. Préliimozne izide — kateri so in s k&ko
verjetnostjo se pojavljajo.

2. Imejmo poskus 0z. pojav, ki ne sledi materbaitn zakonitostim oz. le-teh ne po-
znamo. To pomeni, da o izidih poskusa ne morenid nicesar, ne da bi ga prej
izvedli (npr. pri kocki vemaze vnaprej, da so vsi rezultati enako verjetni, pri volitvah
pa se teoretino gledano lahko zgodi karkoli). 1zide poskusgimo podati v strnjeni
obliki, iz katere bodo razvidne zakonitosti izvedenegakpea (ki pa seveda nikakor
ne opisujejo nobenega prihodnjega poskusa). S tem se akSaATISTIKA. Pogo-
sto ne moremo ali fiemo prediti vseh izidov izvedenega poskusa, ampak vzamemo
samo en del. Takrat nas dodatno zanima, v Eolikneri enake zakonitosti, ki smo
jih ugotovili na obravnavanem delu mroe, veljajo za celotno mizaco. Celotno
mnazico poskusov imenujemo POPULACIJA, obravnavani del aice poskusov pa
VZOREC.

Primer: Na kolokviju je sodelovalo S&tudentov. Preti rezultate.
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10.2. GRUPIRANJE IN PRIKAZOVANJE IZMERJENIH PODATKOWOGLAWJ10. STATISTIKA

10.2 Grupiranje in prikazovanje izmerjenih podatkov

Izide poskusa o0z. pojava lahko:

e nastejemo v obliki navadnega ali urejenega seznama,
e prikazemo tabelafno,

e prikazemo graftno.

Primer:

V osmem razredu osnovrimle izmerimo velikost fantov. Dobimo naslednje vrednosti
167,174,172, 168,178, 185,172,173, 168, 178, 173, 160,17 165, 165, 171, 182,
172,167,170, 174.

Urejen seznam: 160, 165, 165, 167, 167, 168, 168, 170, 121,172, 172, 173, 173,
174,174,176,178,178, 178, 182, 185.

Tabela:

160 165 167 168 170 171 172 173 174 176 178 182 185
f 1 2 2 2 1 1 3 2 2 1 3 1 1

Stevilo ponavljanj istega izida jeekvenca.

Tabelaricni prikaz po razredih

Ce je manih izidov veliko, jih grupiramo v podintervale, ki jih imejemorazredi. Pri-
mernostevilo razredov dobimo pSturgesovem pravilu £ = 1+ 3, 32 - log n, pri Cemer
je n Stevilo izidov ink priporacenostevilo razredov.

Primer:
Vzamimo rezultate glede velikosti fantov iz ggajega primera.
k=1+332 log22 =545

Vzamemo 6 razredov. Najmamjizid min = 160, najveji izid max = 185. Razlika
max —min+1 = 26. Da se deljenje izide, bomo dodali 4 in sicer po 2 na vsakinsgtra
Dobimomin = 158 in max = 187.

Sirina razreda max —min+1) /k =5
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POGLAVJE 10. STATISTIKALO.2. GRUPIRANJE IN PRIKAZOVANJE IZERJENIH PODATKOV

Tabela razredov:

razred vsina(cm) z; (cm) f; F; f; (%) F; (%)
1 158-162 160 1 1 455 4,55
2 163-167 165 4 5 18,18 22,73
3 168-172 170 7 12 31,82 54,55
4 173-177 175 5 17 22,73 77,27
5 4
1
2

178-182 180 21 18,18 95,45
6 183-187 185 22 4,55 100,00
skupaj 2 100

Srednjo vrednost razred izraCunamo kot min; + max;)/2, pri Cemer stanin; in max;
spodnja in zgornja meja razreda.

Frekvenca; je Stevilo izidov, ki spadajo v dolen razred.
Vsota frekvend; je Stevilo izidov, ki so mar§i ali enaki zgornji meji dolbenega razreda.

Relativna frekvencd; ( % ) in vsota relativnih frekvené; (% ) sta dele glede nastevilo
izidov n.
Graficni nacini prikaza
Najpomembndi graftni n&ini prikaza so:
1. frekvertni poligon (linechart)
. stolptni prikaz ali histogram (barchart, histogram)
. frekvertni kolaC (piechart)

2
3
4. komulativni frekveni poligon
5

. komulativni stolpEni prikaz
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10.2.

GRUPIRANJE IN PRIKAZOVANJE IZMERJENIH PODATKOWOGLAWJ10. STATISTIKA

frekvenca fi

Delovni listl

Primer: Vigina fantov v osmem razredu OS

razred visina(cm) xi(cm) fi Fi fi(%) Fi(%)
1 158-162 160 1 1 455 455
2 163-167 165 4 5 18,18 22,73
3 168-172 170 7 12 31,82 54.55
4 173-177 175 5 17 22,73 77,27
5 178-182 180 4 21 18,18 9545
6 183-187 185 1 22 455 100
skupaj / / 22 / 100 /
Frekvencni poligon Histogram
7
/\ 6
/ \ 5
/ \ E ol
// \\ g,
N
N
ol

=)

160

. .
170 175
srednja vrednost razreda xi (cm)

T
165

.
180 185 160

165

170
srednja vrednost razreda xi (cm)

175 180 185

Frekvencni kolac

4,55%

4,55%

N}
i

Komulativni frekvencni poligon

N
15}

—
o

Vsota frekvenc Fi
) ]

kot = fi (%) x 3,6°

165

170 175
srednja vrednost razreda xi (cm)

180

Komulativni prikaz s stolpci

31,82%

22,73%

srednja vrednost razreda xi (cm)

[ 260 M 165 (7 170 (] 175 M 180 [ 185
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POGLAVJE 10. STATISTIKA 10.3. STATISTENI PARAMETRI

10.3 StatistCni parametri

V praksi uporabljamo v@statist€nih parametrov, ki jih izréunamo nad vz@nimi izidi.
Ce je vzorec dovolj dober, potem lahko dobljene rezultat@lodsno na celo populacijo,
pri cemer pa vedno dogtiamo dol@ena odstopanja. V formulahjestevilo vseh vzornih
izidov, k£ pastevilo razredov (uporabno takrat, ko razredi obstajajo).

1. Srednja vrednost (popregje)
1 k

'il’iz—'Z(fi'fEi)

n =1 n =

2. Disperzija (varianca)

o= S ) = S (B = (St = (Y fread) 7
=1 =1 =1 n =1

Koren disperzije imenujemstandardna deviacijaoz. standardni odklon.

V povezavi z disperzijo zasledimo tudi formulo:

2=l S —ar = (- 2?)
n—1 ;3 n—1 i3

To je cenilka za disperzijo. To formulo uporabljamo takrat, ko ocenjujemo disperzijo

za celotno populacijo na osnovi vzorca.

3. Mediana
Medianaz je vrednost tistega izida, kiZena srediniCe vse izide nstejemo po veli-
kosti. Ce jeStevilo izidov sodo, je mediana pogie obeh vrednosti na sredini.
4. Razpon
RazponR je razlika med najygim in najmangim izidom: R = Zp.x — Tmin-
5. Modalna vrednost
Modalna vrednosD je srednja vrednost tistega razreda, v katerem je Gapidov.

Primer:

Za rezultate glede velikosti fantov iz pgejega primera dobimo naslednje statisé pa-
rametre:

1 1
a‘c:ﬁ-(1-16O+4-165+7-170+5-175+4-180—|—1-185):E-3790:172,27

02 =38,02,0 =6,17
s? =39,83,s5=6,31
=170
= 185 — 160 = 25
170

o o= o

89



10.4. PORAZDELITVENE FUNKCIJE POGLAVJE 10. STATISTIKA

10.4 Porazdelitvene funkcije

Ce so izidi poskusa 0z. pojava reabtavila jih lahko opgsemo s porazdelitveno funkcijo.
Pri tem v spl&nem ne uporabljamo grupiranja v razrede.

2
(1/1.8*sqrt(2+pi)) *exp(-(x-3)*2/(2+1.82)) ——

15

7N\

0.5

e N

-4 -2 0 2 4 6 8 10

Skupna pl&Cina pod porazdelitveno funkcijo je enaka 1.
Verjetnost, da bo izid magjoda je enaka pl&Cini od —oo doa.
Verjetnost, da bo izid medin b je enaka pl&Cini oda dob.
Nekatere pomembne porazdelitve:

e pri enakomerni porazdelitvi so vsi izidi enako verjetni,

e pri eksponentni porazdelitviso mangi izidi bolj verjetni od vé&jih,

e pri normalni porazdelitvi so izidi blizu popréja bolj verjetni od tistih, ki so dlje
od popréja,

¢ lognormalnein druge porazdelitve so nesiméimnie porazdelitve, pri katerih so izidi
v blizini neke t@ke bolj verjetni od izidov, ki so dlje od te ¢ke, vendar pa za
razliko od normalne porazdelitve najbolj verjetni izid miadk popréju.

Poskuse iz realnedavljenja zelo pogosto pré&uwjemo s pomgjo normalne porazdelitve.
V sploSnem je krivulja, ki doléa normalno porazdelitev, podana z naslednjo funkcijo:

N (0
~e7 2-0’2
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POGLAVJE 10. STATISTIKA 10.4. PORAZDELITVENE FUNKCIJE

Za normalne porazdelitve veljajo naslednje zakonitosti:

e najbolj verjetna vrednost je, ki je hkrati tudi prtakovano poprge izidov,
e za 68,3 % vseh izidov velja, daZigo na intervalw + o,
e za 95,4 % vseh izidov velja, daZgo na intervalua £+ 2 - o,

e za 99,7 % vseh izidov velja, daZigo na intervaluz + 3 - 0.

Ce jea = 0in o = 1, potem dobimo normirano normalno porazdelitev. Graf noaue
normalne porazdelitve je Gaussova krivulja, katere&bage:

1 xr
p(z) = T 2
0.6

" (Usqrt(2rpi))exp(-x2)2) —

-0.1

-0.2
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Za ozn&evanje pl&Cine pod Gaussovo krivuljo vpeljemo funkcife. Velja, da je®(a)
enak pl&cCini od —oo doa. Vrednosti zab dobimo iz tabel.
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10.5 Test hi-kvadrat (x?)

Imamo rezultate nekega poskusa in zanima nas, ali statispomembno odstopajo (0z.
se prilagajajo) pdakovanim izidom.

Postopek za test hi-kvadrat je nasledniji:

1. Oblikujemo razrede tako, devilo prtakovanih izidov v nobenem razredu ni mimj
od 5.
*)2

2. Naredimo tabelo in za vsak izid mlmamo:(z—*l, Kier je z; izmerjenix; in =}

N

praviz;.
g ) (x; — ) . o . :
3. lzr&unamoy® = > Y in ga primerjamo z vrednostjg? _, , iz tabele.
7
Primer:

60 krat vzemo kocko in zabeimo Stevilo pik. Ali je kocka p&tena? V tabeli najdemo
rezultat, da je pri 95 % zanesljivosti testa vredngst ; = 1, 15.

*\ 2
St. pik =z, xf w; —af %
1 8 10 =2 0.4
2 7 10 -3 0,9
3 11 10 1 0,1
4 10 10 0 0
5 11 10 1 0,1
6 13 10 3 0,9
vsota 60 60 / x> =24

Dobljeni x? = 2,4 > 1,15, kar pomeni, da rezultati 8a kocke statistno pomembno
odstopajo od ptiakovanih rezultatov gene kocke!

10.6 Preizkus normalne porazdelitve

V osnovi je preizkus normalne porazdelitve podoben tgstuZa razliko od tam pa tu-
kaj nimamo podanih vrednostf (oz. jih ne moremo dol@iti s preprosto kombinatoriko),
ampak jih moramo izfeunati. Ta izréun poteka tako, da datomo popré&je in standardni
odklon normalne porazdlitve, ki se najbolj prilega podapodatkom. V drugem koraku
potem s pomojo testg? poskisamo ovréi hipotezo, da se podane vrednosti statisti
nepomembno razlikujejo od vrednosti najbolje se prilegajoormalne porazdelitve. Te-
orija pravi, da moramo v tem testu izxananiy? primerjati z vrednostjo v tabeli? _, ..
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POGLAVJE 10. STATISTIKA 10.6. PREIZKUS NORMALNE PORAZDELITVE

Primer:

Na kolokviju soStudenti dosegli raZine rezultate. Ugotovi, ali rezultati stat@tio po-
membno odstopajo od normalne porazdelitve.

razred A T
1-10
11-20
21-30
31-40
41-50
51-60
61-70
71-80
81-90
91-100

2

P pi | Tr=n-p; || ¥ —T)
S x

RS JIENTISIIECIIENTIRN IS IR TN ] B )

>

1
~
~
~
~
~

=<
)

I

Pri vpisovanju v tabelo ugevamo naslednje nasvete:

e Sosednje razrede po potrebi z#imo tako, datevilo izidov v nobenem razredu ni
mange od 5.

¢ V stolpec® vnesemastevilko iz tabele Normirana normalna porazdelitev, ki pri
. max; —-r x . . . . vy -
pada vrednosti v stolpcd———. Ce jeStevilo v levem stoplcu negativno, $oemo
. S " . e
v tabeli vrednost za pozitivngtevilo in vpgemo 1 minus najderievilo.

e V stolpecp; vpisujemo razlike med dvema sosednjima vrednostimé.za

e Ce smo zdriili razrede réunamo za vsakega posebej, na koncu SeeEmo vre-
dnosti v stolpcur; in v stolpcuz; = n - p;.

e Dobljeno vrednosf? primerjamo z vrednostjq?, iz tabele, pricemer jem enak
Stevilu razredov minus 3 (potrebno je @hevati morebitno zdievanje razredov).
Ce je izr&unana vrednost masg od tiste v tabeli, potem test ni zaznal statisbi
pomembnega odstopanja od normalne porazdelitve.

2 —
Xm:?_..-
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10.7. TESTIRANJE VPLIVA POGLAVJE 10. STATISTIKA

10.7 Testiranje vpliva

Dokazati ali ovré&i vpliv enega pojava na drugega je zelo pomembna nalogatitat
Npr. ali kajenje povzréa rak na pljgih? Ali starost voznika vpliva nétevilo prometnih
prekiskov? Ali viSina @eta vpliva na \8ino otroka? Ali izvajanje predpisanega treninga
prispeva k bokim Sportnim rezultatom?

Testiranje vpliva je v osnovi test, s katerim preverimo, o@ta dva vzorca enako po-
precje. Uporabljamo ga lahko tudi za majhne vzor&eyilo elementov mora biti vsaj 10.
Vzorca v spl&nem izberemo tako, da v eni skupini nek pojav nastopa, v gaige. Na
primer, v enem vzorcu so kadilci, v drugem pa nekadilci. Aligp v enem vzorcu tisti,
Ki so trenirali, v drugem pa tisti, ki niso trenirali.

Obstajata dve obliki testa, razlikujeta se glede na togdligvilo elementov v obeh vzor-
cih enako ali razino. Ogledali si bomo le prvo nzaost, ki je l&ja. Omenimase, da
opisani test velja le¢e se disperziji prve in druge populacije ne razlikujeta ea kot
4-krat. V praksi disperzija nobene populacije ni n&@mznana, zato moramo biti pri
tolmacenju rezultata previdni.

Postopek za testiranje vpliva je nasledniji:

s+ 52

1. Izr&unamos,; = ——~, kjer staz in § popreji vzorcey, s> in s, cenilki za
. i} L Voon
disperzijo,n pastevilo elementov v vsakem od vzorcev.

T—y
Sq
tova porazdelitev. Hipotezo o enakih pogike zavrnemo,Ce je absolutna vrednost

izratunanega veCja od tiste v tabeli.

2. lzr&&unamot =

in ga primerjamo z vrednostj6,,—.,,_» iz tabele Studen-

Naloge:

A Studenti so pisali 2 kolokvija. Zanima nas, ali so rezultdteh kolokvijev enako dobri.
Ta naloga eksplicitno zahteva, da primerjamo pojpveh vzorcev.

x 92 40 15 100 50 36 60 45 55 95
y 80 60 44 74 94 74 60 80 45 45

> Imamon = 10. Izratunamo naslednje vrednosti:

T =>58,8, =656
1
s2 = §-(33,22+18,82+43,82+4l,22+8,82+22,82+1,22+13,82+3,82+36,22)

x

= 798,4
1
sy = §-(14,42+5,62+21,62+8,42+28,42+8,42+5,62+14,42+20,62+20,62)
= 304,5

798, 4 + 304, 5 58,8 — 65,6
=y " 1 - "7
% \/ 10 0.5, ¢ 10,5

= —0, 647
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>> 1z tabel v stolpcu za 5% tveganje razberetma s = 2, 10, torej je absolutna vrednost
izraCunanega manga od tistega v tabeli.

Test kae, da hipoteze o enakih popjié ne moremo zavik@ z dovolj veliko zaneslji-
vostjo. Studenti so kot skupina na obeh kolokvijih dosegli podolemiltate, kar pa ne
pomeni, da je vsak posamez&ident dosegel podoben rezultat. Lahko pa sklepamo, da
jih je ucCitelj za oba kolokvija pripravil enako dobro 0z. da sta hikm enako tEa.

A Razred 20 otrok razdelimo na dve enaki skupini. Pri obeh amp@ypreizkus telesne
gibljivosti. Rezultai tega preizkusa je ocena, ki je reaftevilo. Nato naslednjih pol
leta ena skupina otrok sistentato hodi na treninge in tam izvaja doloene vaje. Druga
skupina teh treningov nima. ez pol leta spet izmerimo teleghljivost. Opazimo lahko,
da so vsi otroci napredovali, saj rastejo. Zanima pa nag tening kaj vplival na telesno
gibljivost otrok.

Rezultati za otroke iz skupine, ki ni trenirala.

z&etna telesna gibljivost8,3 6 3,3 6 7,6 2 6,3 4 4,3 3,6
koncnatelesna gibljivost 9 6 3,6 7 8 2,3 7 43 4,6 4
razlika 0,7 0 0,3 1 0,3 0,3 0,7 0,3 0,3 0,4

Rezultati za otroke iz skupine, ki je trenirala.

z&etna telesna gibljivost6 5,3 5,6 4,6 6 3 6,3 2,6 2 7

koncna telesna gibljivost7 9 6,6 53 7,3 53 8 4 2 9
razlika 1 37 1 07 1,3 23 1,7 1,4 0 2

>> Pri tej nalogi uprabljamo le razliko, saj nas zanima napked@e absolutne vrednosti.

Imamon = 10. IzraCunamo naslednje vrednosti:

z=0,43
j=1,51
s2 = 10,0823
52 =1,0232
0,0823 + 1, 0232
sd:\/ L0204, =0, 3325
10
0,43 — 1,51
=0 0 32481
0,3325 3,248

Iz tabel razberemo,,—1s = 2, 10, torej je absolutna vrednost iZnananega vecja od
tistega v tabeli. Test K, da lahko hipotezo o enakih pogjib z veliko zanesljivostjo
zavizemo (iz tabele smo vzeli tako vrednost, da je tveganje zakmaman; kot 5%).
Zakljucimo lahko, da je trening vplival na rezultate otrok.
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POGLAVJE 11

OPTIMIZACIJA

Matemat€ni priroCnik, str. 17-22, 679-693

11.1 Matematcne neenébe

V neend&bah za razliko od eri® namesto znaka nastopajo znakk, <, >in >. ReSitev
ene matematne neenébe je interval.

Primer :
32 -5 <xz+10

Neen&bo preoblikujemo na podobengia kot en&bo. Paziti moramo le pri mrenju
obeh strani z negativnistevilom. V tem primeru se neetsj obrne.

322 -5 <z +5
322 —2—10<0
Sedaj skiciramo graf funkcij¢(z) = 32> — x — 10 in ugotovimo, za katere so vredno-

sti funkcije mange od 0. Ker moramo poiskatiaie funkcije, neenébo spremenimo v
enabo.

32— —10=0
1+/1+4:3-10

T2 =

6
o= 12— 5 66

1+\/ﬁ:2

To — 6
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/ X2 x10 ——

i /

) /

-12

6 4 2 0 2 4 6
ReSitev neenébe:z € (—2,2).

Tukaj jeSe en primer:

22 <9

Ce re&sujemo po enakem postopku kot zgoraj dobimo:

2 —2* <0

Skiciramo graf funkcije (predpostavimo, da imamoéuaalnik!)

4 T
*

i \

; |

-6 -4 -2 0 2 4 6

Iz grafa razberemo, da jeSitev neenébe sestavljena iz 2 intervalov. Natare meje teh
dveh intervalov dobimoge postemo néle funkcijez? — 2 = 0. Iz grafa vidimo, da
ima funkcija tri ntle, eno v okolici téke —1, drugo v okolici t&ke +-2 in tretjo v okolici
tocke +4.
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Namesto zgornjega grafa, za risanje katerega potrebujetumalnik, lahko skiciramo
posebej levo in posebej desno stran nébraTo pa znamo tudi brezGanalnika.

S IS
Jo /
) /
LA /
5 N/
0 o

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

X N7

A4

Namesto riel sedaj$emo pres&ista obeh funkcij.

Za drugo in tretje preg&Ce hitro ugotovimo, da sta enak® in +4, saj velja:
22 =22

4% =24

Za iskanje presasta v okolici tatke —1 uporabimo Newtonovo metodo iz numare
matematike.

flx) =a? =27

fl(x) =22—-2%-1n2

T I27 T
g(l') =T— ]J:’((x)) == 2x—2””2~1n2
Ty — -1
— — (12-2-t
— 2_9—0,786923367
2y = g(w1) = —(—0, 786923367) — 5 ensmom - rreormorr = —0, 766843379
x3 = —0,766664710
x4 = —0, 766664696
ReSitev neenébe je unija dveh intervalov in sicet: = [0, 766664696, 2] U [4, co).
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11.2 Sistemi linearnih neenab

Sistemi linearnih erzb so podobni sistemom linearnih &ba le da namesto znaka
nastopajo znakk, <, >in >.

ReSitev sistema linearnih neeifaje mnaica tak v prostoru dimenzije, ki je enaka
Stevilu neznank. Raijemo jih tako, da @mo vsako neerido posebej in potem tvo-
rimo presek vseh dobljenih maig tock.

ReSitev sistema linearnih neettaz dvema neznankama je nanca tack v ravnini. R&imo
ga lahko tako, da tvorimo &itev za vsako needho posebej in potem naredimo presek
med dobljenimi polravninani. &inkovito to naredimo s pondpo grafov v koordinatnem
sistemu.

Kot primer r&imo nasledn;ji sistem neetia

dor + 3y < 8

3x—2y >0

x>0

y=>—1

Prvi dve neenébi pretvorimo v oblikay = f(x).
y < 55

y <%

4

8-4*X)/3.0 ——
3%/2.0 —
1

100



POGLAVJE 11. OPTIMIZACIJA 11.3. LINEARNA OPTIMIZACIJA

ResSitev neendbe so vse ftke v mnogokotniku (v tem primerustirikotniku), ki ga ome-
jujeo narisane premiceCe Zelimo ta mnogokotnik podrobneje opredeliti, izo@amo
njegova ogkca.

Ogliste A: 1z slike preberemo koordingd, —1).
Ogliste B: 1z slike preberemo koordindt, 0).

Ogliste C: Je presaste premice; = 3739 in premicey = 83490_
3¢ _ 8—dx

2 3

9r =16 — 8x

=10 =0,941

y=20 =48 2 419
Ogliste C ima koordinati0, 941, 1,412).

Ogli&e D: Je pres@ste premicey = %5 in premicey = —1.

8-3y __ 8-3(=1) _ 11 _
1 ‘ 4 =T =27

Ogliste D ima koordinat{2, 75, —1).

11.3 Linearna optimizacija

e w

vsotan spremenljivk ob pogoju, da je vrednost vseh spremenljivijavali enaka ri in
da je izpolnjen dan sistem linearnih @hain neenéb zn spremenljivkami, ki jih ime-
nujemoomejitve. Ce problem zahteva iskanje minimuma namenske funkcije npge
pomna&imo z -1 in postemo maksimum.

Namensko funkcijo zapemo kot:

Z=C X1 +C Lo+ ...+Cyp Ty

Omejitve, ki so sestavljene izneen&b inm — s enab, zapsemo kot:
z1>0,202>0,...,2, >0

Yoaij-x; <byiells],je[ln]
Yoai;-xj="0bi€[s+1,m],je€[ln]

Vsako reitev, ki zadosti omejitvam, imenujentlmpustna resitev. ReSitev, pri kateri ima
namenska funkcija maksimum, pa imenujeamimalna reSitev.

Omejitve tvorijo mnaico tack v n-dimenzionalnem prostoru, ki jo imenujerdopustno
obmacje in si ga lahko predstavljamo katdimenzionalno telo, ki pa ni nujno omejeno
z vseh strani. Optimalna $#ev problema linearne optimizacije se vedno nahaja v vsaj
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enem od ogIfc tega telesa. Og§t je lahko zelo veliko. V splénem vsaka neetba
povetastevilo ogljst, medtem ko vsaka etlba zmargastevilo ogljic.

Tocka (z1, xs, . .., x,) je 0gljisCe dopustnega obrifa, Ce velja, da nobene vrednosti ne
moremo poveéevati 0z. zmargevati, ne da bi prekili omejitve.

Primer:

PoisCi maksimum funkcijez = x; + 5 - xo + x3 Ob predpostavki, da so vrednosti vseh
spremenljivk nenegativngtevila in da so izpolnjene naslednje omejitve:

1’1—1'2210
T+ x2 + 23 < 20
T3 — X9 =25

Vidimo, da so omejitve podane z dvema nedyama in eno eri@o. Da bi prva eniba
ustrezala definiciji problema, moramo obrniti neésja To storimo tako, da jo pomaono
z —1 in dobimo:

—r1+xy < —10

Z ugibanjem lahko najdemo dopustngiti:
r1 =12, 29 = 1,23 =06

r1 =13, 29 =0,5,23 =6,5

Ce vstavimo vrednosti v namensko funkcijo dobimo= 12 +5-1+6 = 231in z, =
1345-0,5+ 6,5 = 22. Torej je prva réitev bolga od druge.

Po premisleku ugotovimo, da prvatt@ ni ogljisce, saj lahko vrednos§ie povéujemo.
Pove&ajmo npr. x; na 13. V& ne gre, ker je lahko vsota vseh trétevil najve& 20.
Vrednost namenske funkcije v dobljenicta je enaka 24. Seveda pa na osnovi tega
izracuna ne moremo trditi, da je to tudi optimaln&itev. Zanima nas postopek, kako bi
nasli optimalno ré&itev.

Metoda simpleksov

V sploSnem lahko optimalno &itev najdemo tako, da pregledamo vsa aggidopustnega
obmaja. Ker jih je veliko, jih ne pregledujemo nak§no, ampak v nekem smiselnem
vrstnem redu, ki kolikor je mogxe hitro vodi k ré&itvi. To imenujemo medoda simpleksov
(avtor George Dantzig, 1947). Da bi lahko uporabili metodopseksov, je potrebno
problem pretvoriti vnormalno obliko.

Problem linearne optimizacije je v normalni oblike so namenska funkcija in omejitve
podane z formulami naslednje oblike:

Z=C)+C T1+C-To+...+Ch Ty
xlZoaxQ207"°7xn—m207xn—m+1207"'7'177120
blZOabQZOa"‘ameO

DG T+ Ty = iy € [1,m], 5 € [1,n —m)]
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Pri normalni obliki linearne optimizacije velja:

1. vse neenzbe so podane v obliki; > 0,

2. v vsaki enabi je ena spremenljivka taka, da se ne pojavlja v nobeniidrugi po-
mnazena z nobenim koeficientom (pred njo mora biti zrak te spremenljivke ime-
nujemobazne spremenljivke

3. vvseh enébah so na desni strani nenegatigtevila,

4. v namenski funkciji ne nastopajo bazne spremenljivke.

Pri normalni obliki velja, da je t&ka (z; = 0,20 = 0,..., %y, = 0,Zp_pe1 =
by, Tp-mio = ba,...,x, = by) €no od ogljtC dopustnega obnifa danih omejitev.

Problema linearne optimizacije v sgltem ni enostavno pretvoriti v normalno obliko.
Potrebni so naslednji koraki:

1. Vse neenébe dopolnimo -opolnimi spremenljivkami tako, da dobimo erébe.

2. Ce ne dobimo normalne oblike je potrebno & preoblikovati ali pa vpeljaie do-
datne spremenljivke, ki jih imenujemanetne spremenljivke

3. Namensko funkcijo moramo preoblikovati tako, da ne vgebaznih spremenljivk.

V nadaljevanju se posvetimo le problemom, pri katerih je ateghormalno obliko dobiti
na dovolj enostaven Ba brez dodajanja umetnih spremenljivk.

Metodo simpleksov bomo razidi na problemu iz pr&nega primera.
Najprej pretvorimo problem v normalno obliko.

—r1 + 29 < —10

1+ 29 + 23 < 20

T3 — Tg=29H

K neen&bam dodamo dopolnilne spremenljivke in dobimo:

—r1 4+ 22+ 24 = —10

T, + X2+ 23 + 25 = 20

T3 — Tg =205

Zadnja enéba nima nobene take spremeljivke, ki se ne pojavlja v dstdlato izrazimo
x3 In vstavimo v drugo enzbo. Dobimo:

—I1+JZ2+ZL‘4:—10
$1+2‘$2+ZC5:15

333—1’2:5
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Ker je na desni strani prve etlae negativh&tevilo, pomnaimo prvo enébo z—1. Do-
bimo:

I1—$2—I4:10

Ker je pred spremenljivkama, in x4 v tej en&bi znak—, je edina mana bazna spre-
menljivkazx;. Zato odstranima; iz druge enébe tako, da od nje &tlejemo prvo eribo.
Dobimo:

T, — X9 — x4 = 10

3-xo+ x4 +25=0>

T3 — X9 =25

EnabesSe nekoliko preoblikujemo in zamenjamo:

—To — x4+ x1 =10

— 204+ 0-244+2x3=25

3 X+ x4 +25=0>

Dobili smo normalno obliko, v kateri so bazne spremenljivkexs in xs.
Sedaj moramo preoblikovaie namensko funkcijo. Postopek je naslednii:
z2=x1+5 29+ x3

V namenski funkciji nastopata bazni spremenljivkiin x3. Zato iz prve in druge erthe
izrazimo ti dve spremenljivki in vstavimo v namensko fun&ciDobimo:

2= (10422 +24)+5 - 20+ (5+a2) =7 -0+ 24+ 15

Zacetno ogljgte , ki ga bomo uporabili v metodi simpleksov, j€ka (z; = 10,2, =
0,23 = 5,24 = 0,25 = 5). Vrednost namenske funkcije v tejtkd je 15.

V nadaljevanjuje erze pretvarjamo iz ene oblike v drugo tako, d&itey v vsakem
koraku izbolgamo. Ta preoblikovanja nazorno izvajamo s pojopdabele, v kateri so v

vrsticah natete bazne spremenljivke, v stolpcih pa ostale sprenakaljiZa&etna tabela
simpleksov v tem primeru je naslednja:

T Ty
x| —1 —11]10
z3|—1 0 | 5
Is 3 1 5)
7 1 |15

Sedaj si oglejmo dobljeno tabelo. Mo so nasledniji trije primeri:

1. Vse vrednosti v spodniji vrstici razen vrednosti v desnpadsjem vogalu so negativne
ali enake nt. V tem primeru smo rii optimalno réitev.

2. V tabeli je v spodniji vrstici vrednost, ki je @ od n&, hkrati pa so vse vrednosti v
stolpcu nad njo negativne ali enak&nV tem primeru namenska funkcija ni omejena
in z veCanjem vrednosti spremenljivke, ki pripada temu stolpcanmgeno nar&ta.
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3. Ce ne velja nobeden od zgornjih primerov, potem obstaja @tiaritev, vendar je
Se nismo doseqli.

V naSem primeru velja ttka 3, zato moramo tabelo preoblikovati tako, da se prenrakne
v ogljisCe, v katerem ima namenska funkcijaCje vrednost od vrednosti v trenutnem
ogljistu.

Za preoblikovanje tabele simpleksov uporabljamo naskegdrgvila:

1. Izberemo eno od baznih spremenljivk, pri kateri je v spiodstici vrednost véja od
nic in jo ozn&imo zz,.

2. V stolpcu, ki pripadaz,, vse vrednosti, ki so \i@e od nt, delimo z vrednostjo, ki je
zapisana v isti vrstici v desnem stolpcu. Zapomnimo si, ptek vrstici smo dobili
najmangi rezultat. Spremenljivko, ki se nahaja v tej vrstici, ozin@o zx,,.

3. Spremenljivkiz, in x, med seboj zamenjamo. Pri tem moramo ustrezno spremeniti
tabelo po naslednjih pravilih:

e polje, ki je na krziSCu izbranega stolpca in izbrane tabele, imenujemo pivot,
e namesto pivota vBEMO njegovo reciptmo vrednost,

e vsa polja v izbrani vrstici, razen pivota, ponanmo z recipr@no vrednostjo pi-
vota,

e vsa polja v izbranem stolpcu, razen pivota, podinm z negirano recip&no
vrednostjo pivota,

e 0d vseh ostalih polj aggtejemo produkt treh vrednosti: recigre vrednosti pi-
vota, stare vrednosti, ki ¥ v isti vrstici kot je polje in v istem stolpcu kot je
pivot, ter stare vrednosti, ki v istem stolpcu kot je polje in v isti vrstici kot je
pivot.

V naSem primeru izberimo stolpec s spremenljiviko Edina vrednost v tem stolpcu, ki
je vetja od n&, je v vrstici s spremenljivka;, zato izberemo to vrstico. Pivot fevilo
3. Po preoblikovanju tabele simpleksov dobimo:

Ty T4

i 235
x| s —5 =2
R
AR
X2 57 54 3

-3 3|0

V spodniji vrstici so vsa&tevila marga od n¢, zato smo dobili optimalno s#ev, ki pa jo
moramo znati prebrati. To je enostavno, saj spremenljivkamsticah pripadajo vredno-
sti v desnem stolpcu, spremenljivke v stolpcih pa so enake 0.

Optimalna réitev danega problema se torej glasi:= 22, z, = 2 in 3 = 2. Vrednost
namenske funkcije v tej &ki je & = 26, 66.
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11.4 Primeri nalog s podraja optimizacije

Pri vetini nalog iz optimizacije so veljavne le célevilske r&itve. Ce jih reéujemo z
metodo, ki tega ne ugteva, je na koncu potrebno poiskati najuiceldstevilsko réitev.
V sploSnem se lahko zgodi, da optimalna cvilska r&itev ni v blZzini optimalne realne
reSitve in takrat optimalno &tev zgreimo.

Vse probleme s podja optimizacije lahko rE&mo po metodi simpleksov. Vendar pa
je za v&ino problemov ta metoda prevgamudna, zato so se razvile namenske metode
in posebni réaunalnBki algoritmi za r&8evanje posameznih problemov, s katerimi se izo-
gnemo tudi problemom z realnirgtevili.

1. Problem najv&ega dobika

V podjetju izdelujemo izdelke A, B, C, .... Sestavljeni so iakim materialov, vendar
v razlicni koli¢inah. lzdelki prindajo razlten dobtek. Materiale ozrndmo z M1,
M2, ..., Mn. V skladstu imamo dano kobino vsakega materiala. Katere izdelke naj
naredimo in koliko vsakega, da bomo imeli najjelobicek. V spl&nem ni nujno naj-
boljSe, da izdelamo najége mazno Stevilo najbolgih izdelkov, ker nam lahko enega
mateiala zmanijka, iz ostalih pa se ne davec narediti.

Primer:

V skladistu imamo 630 enot materiala M1, 620 enot materiala M2 in 358 ara-

teriala M3. Za izdelek A potrebujemo 12 enot M1 in 8 enot M2. iZdelek B pa
potrebujemo 6 enot M1, 12 enot M2 in 10 enot M3. Vsak izdelekafnmrinese 20
enot dobtka, vsak izdelek B pa prinese 60 enot didai. Koliko izdelkov A in koliko

izdelkov B naj naredimo, da bomo imeli nagjedobicek?

2. Transportni problem

Imamo v& skladiC nekega izdelka, ozgano jih s S1, S2, ..., Sm. V vsakem od
njih je razlicna kolCina tega izdelka. Imamo tudi &&upcev tega izdelka, ozdiano

jih z K1, K2, ..., Kn. lzdelke moramo iz sklasl razvoziti do kupcev tako, da v
celoti izpraznimo skladfa. Za vsak par (sklasie, kupec) poznamo ceno prevoza.
Kako naj razvozimo izdelke, da bo skupna cena transpnamanga. Najbolge

je seveda, da vsakemu uporabniku pripeljemdim blizjega skladica, vendar pa se
lahko pojavi problem, da je v najldlem skladéCu premalo izdelkov ali pa jih je prete
in jih moramo peljatée nekam drugam.

Primer:

V skladigtu S1 je 100 izdelkov, v sklagiu S2 pa 200 izdelkov. Imamo tri kupce,
kupec K1Zzeli 50 izdelkov, kupec KZeli 100 izdelkov, kupec K3 pzeli 150 izdelkov.
Cene transporta so naslednje: (S1,K1) =10 enot, (S1, K2) o8 €1,K3) = 12 enot,
(S2,K1) =15enot, (S2,K2) =8 enotin (S2, K3) = 6 enot. Kakoraayozimo izdelke,
da bo skupna cena transpotien manga?
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3. Problem razporeda

Potrebujemo véstoritev, na voljo pa imamo tudi enaktevilo ponudnikov. Ponudniki
razli€ne storitve ponujajo po razhih cenahZelimo, da vsak ponudnik za nas izvede
natanko eno storitev. Zanima nas, katero storitev naj jaraezposamezni ponudnik,
da bo skupna cenam manga.

Primer:

Potrebujemo storitve S1, S2 in S3. Na voljo imamo ponudnikeM?2 in P3, ki lahko
izvedejo katerokoli od potrebnih storitev. Cene ponudnikovprikazane v spodnji
matriki. Katere storitve naj prevzame posamezen ponudfakyo skupna ceném
manga?

. |P1 P2 P3
S1|5 6 7
S2/ 3 4 4
S3| 6 7 8

4. Problem optimizacije proizvodnje

Potrebno je izdelati Werazlicnih izdelkov v razitnih koliCinah. Na razpolago imamo
razlicno zmogljive stroje. Za vsak par (izdelek, stroj) je podzas izdelave in st&ek
izdelave.Cas uporabe posamezih strojev je omejen. Zanima nas, nihkstteiih naj
izdelke izdelujemo, da bo skupni ssekcim mangi.

Primer:

Potrebno je izdelati 100 kosov izdelka A, 100 kosov izdelkan ROO kosov izdelka
C. Na voljo imamo dva stroja. Na stasem stroju S1 traja izdelava izdelka A 4 ure,
izdelava izdelka B 2 uri, izdelava izdelka C pa 4 ure. Na némej stroju S2 pa traja
izdelava izdelka A 2 uri, izdelava izdelka B tudi 2 uri, izaeh izdelka C pa 3 ure.
Staregi stroj smemo uporabljati 1000 ur, noSegtroj pa le 300 ur. Na staggm stroju

je za vsak izdelek stBek izdelave toliko enot, kot je potebnih ur za izdelavo. Na
novegem stroju pa je priizdelku B in C s&ek za eno enoto &g kot je Stevilo ur za
izdelavo. Na katerih strojih naj izdelamo izdelke, da bopskstrasekcim mangi?

5. Problem strebe

Potrebno je obdelati werazlicnih izdelkov. Na voljo imamo Werazlicnih strojev za
obdelavo. Za vsak par (izdelek, stroj) je podaas, ki je potreben za obdelavo. Na
vsakem stroju lahko naenkrat obdelujemo le en izdelek. rdamas, koliko izdelkov
in katere naj obdelujemo na katerem stroju, da bo skbasiobdelavéim krajsi.

Primer:

Imamo 1000 kosov izdelka A, 500 kosov izdelka B in 2000 kogolelka C. Obdelati

jih moramo na dveh strojih S1 in S2. Izdelek A je potrebno ¢detei 15 minut na

stroju A ali pa 30 minut na stroju B. Izdelek B je potrebno ologtati 20 minut na

stroju S1 ali pa 25 minut na stroju S2. Izdelek C pa je potreftaelovati 20 minut

na stroju S1 ali pa 12 minut na stroju S2. Koliko izdelkov ingda naj obdelujemo na
posameznem stroju, da bo skupas obdelavéim krajsi?
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6. Problem trgovskega potnika

Trgovski potnik mora zaporedoma obiskattvaajev. Podane so razdalje med kraiji.
Pri tem ni nujno, da je razdalja od A do B vedno enaka razddljBado A. Zanima
nas, v kaBnem vrstnem redu naj diée kraje, da bo vsakega obiskal natanko enkrat in
da se bo na koncu vrnil v izhaslie ter da bo pri tem opravil najmsa pot.

Primer:

Trgovski potnik se nahaja v kraju S, obiskati pa mora kraj@An C. Razdalje med
njimi so prikazane v spodniji tabeli. V kakem vrstnem redu naj e kraje, da bo
vsakega obiskal natanko enkrat in da se bo na koncu vrnilodizbe ter da bo pri tem
opravil najmasgo pot?

.|S A B C
S|0 6 7 1
A5 0 4 8
B|7 5 0 6
Ci1 9 6 O
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POGLAVJE 12

STEVILSKI SISTEMI

Matematcni prirocnik, str. 758-759

12.1 Pretvorbe med sistemi

V raCunalnstvu poleg desetkega sistema uporabljamo tudi DVSHI, OSMISKI in
SESTNAJSTSKI SISTEM.

Pretvorbo iz desetkega sistema v druge sisteme opravimo z deljenjem.
Primer:

3%00) = 772 = ?s) = Vo)

35:2=17+1/2

17:2=8+1/2

8:2=4+0/2

4:2=2+0/2

2:2=1+0/2

1:2=0+1/2

Dobljene ostanke preberemo od spodaj navzgor, torej;35100011,).
35:8=4+3/8

4:8=0+4/8

Dobljene ostanke preberemo od spodaj navzgor, torej)3543).
35:16=2+3/16
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12.2. UPORABA DVOJSKEGA SISTEMA V RACUNALNIBD@AUIAVJIE 12. STEVILSKI SISTEMI

2:16=0+2/16

Dobljene ostanke preberemo od spodaj navzgor, torej3523 ).
Ostanke, ki so vgi od 10 po vrsti oznémo sc¢rkami A, B, C, D, E'in F.
V obratno smer pretvarjamo z nmzenjem.

Primer:

1100115 =1-32+1-16+0-8+0-4+1-2+1-1=51

Torej: 110011 = 511).

1335)=1-64+3-8+3-1=91

Torej: 133s) = 9110).

3Bugy =316+ 11-1=59

Torej: 3B16) = 5910)-

Pretvorbo med dvajkim in osmskim oz. Sestnajstkim sistemom lahko opravimo di-
rektno. TriStevke dvojkega sistema predstavljajo esievko osnBkega sistemaStiri
Stevke dvojkega sistema predstavljajo estevkoSestnajsikega sistema.

Primer:

68AF, = 0110 1000 1010 1114

3454 =011 100 10%,

10110111000, = 267Qs) = 5B&¢)

V racunalnitvu so se uveljavili raziini sistemi oznéevanjastevilskih sistemov.

DvojiSki sistem ponavadi ozgamo z znakom % preétevilko ali pa z malinb zastevilko,
npr. 10113;) =%10111 = 10111b.

Sestnajskki sistem ponavadi oziamo z znakom $ predtevilko ali pa z malim: za
Stevilko, npr. 2D}, = $2D1 = 2D1h.

V programih v programskem jeziku C lahko uporabljamo asinin Sestnajski sistem
zapisastevil, ni pa manosti dvojskega zapisaStevilko tam zagiemo posestnajstiko

tako, da dodamo prextevilkoOz, npr. 9R;4) = 0x9F. Precej bolj nenavadno je ozeaanje
osmBkega sistema. Vsal&evilka, ki se zéne z0 se obravnava v oskem sistemu!
Tako npr.Stevilka 013 ne pomeni 13 ampak 11, saj jesl3 11 ).

12.2 Uporaba dvojskega sistema v raunalniStvu

Ratunalnik je stroj, ki v svoji osnhovi &una v dvojskem sistemu. Zato se je v povezavi z
dvojiskim sistemom razvila posebna terminologija.

Merska enota za kdlino informacije je 1 bit. A 1 bit informacije je zelo majhmay pra-
ksi le redko uporabna kdlina informacije, ol3ajno potrebujemo &bitov informacije.
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Uveljavilo se je zdraevanje informacij v kose po 8 bitov, kar je dovolj, da pressho
Stevila od 0 do 255, od -128 do+127, namp Crk, Stevk in IcCil itd.

8 bitov = 1 zlog 0z. 1 byte (s kratico z&gmo 1 B = 8 bit)
1024 zlogov = 1 kilozlog oz. 1 kilobyte (s kratico 1024 B = 1kB)
1024 kilozlogov = 1 megazlog oz. 1 megabyte (s kratico 1024-KBVIB)

Oznabe kilo, mega, giga itd. so v povezavi z enatog izjema v merskem sistemu, saj
niso enake 03, 10°, 107 itd. ampak2'?, 220, 239 itd.

En zlog zapgsemo v dvofkem sistemu z 8tevkami, vSestnajsEkem sistemu pa le z 2
Stevkama.

Primer:

V pomnilniski celici, ki je velika 1 zlog, je shranjenstevilo 21. Kako bi vsebino te
pomnilnBke celice zapisali v dvgikem in kako \&estnajsEkem sistemu?

Odgovor: V dvojskem sistemu jo zapemo kot %00010101,SestnajsEkem sistemu pa
kot $15.

12.3 Predstavitev negativnihstevil

Zanima nas predstavitev negativisitevil v dvojskem sistemu.

NegativnaStevila lahko predstavimo s predznakom,S&mn komplementom ali pa z
dvojiskim komplementom.

Primer:

Stevilo +14 predstavimo v dvdjkem sistemu kot 00001140

Ce uporabimo predznak, potem dobimo -14 = 10003110

Ce uporabimo eski komplement, potem dobimo -14 = 11110091
Ce uporabimo dvagiki komplement, potem dobimo - 14 = 11110010

V raCunalnstvu se je uveljavil dvogki komplement, ki omogta, da z enim zlogom pred-
stavimostevilke od -128 do +127.

Primer:

Ratunalngki ukazMOVE. L #- 10, D7 zapBe na raunalnkem sistemu s procesorju
Motorola 68000 v 32-bitni register D7 negativStevilo -10. Kako bi v dvogkem in
Sestnajsikem sistemu zapisali vsebino tega registra.

Odgovor:

Stevilo +10 se v dvofikem sistemu z 32 biti zag# kot 0000 0000 0000 0000 0000 0000
0000 1010. Stevilo -10 se z uporabo dvéfega komplementa z 32 biti zato Zsgkot
11111111 111111111111 1111 1111 Q3}L0V SestnajsEkem sistemu to zagemo
krajse kot FFFFFFFg).
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POGLAVJE 13

PREKLOPNE FUNKCIJE

Matemat€ni prirocnik, str. 250-252, 266-269

13.1 Uvod

Vzemimo, da lahko spremenljivke zavzamejo le dve talvrednosti, ki ju ozn@mo

kot 0 in 1. Kako bi v tem primeru izgledale osnovnéuaske operacije? Katere so sploh
smiselne? Prakien primer takne matematike so preklopne funkcije, ki predstavljajo
model tokokrogov s stikali. Lastnosti preklopnih funkcijwvatematiki obravnavamo v
okviru poglavja o Boolovi algebri.

13.2 Osnovne preklopne funkcije

Osnovne preklopne funkcije swnjunkcija (logicni IN, AND), disjunkcija (logicni
ALI, OR) in negacija(logicni NE, NOT).

Za ozn&evanje osnovnih preklopnih funkcij se uporabljajo réalisimboli:
konjunkcija:A- B, A\ B
disjunkcija:A+ B, AV B
negacija:A, —A, ~A, ~ A
Pomen osnovnih preklopnih funkcij definiram@avilnostnimi tabelami.

A
0]
1

O‘ l—“ |
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13.2. OSNOVNE PREKLOPNE FUNKCIJE POGLAVJE 13. PREKLOPNE FUNBEI

A B|A-B|A+B
0 O 0 0
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 1

Pravilnostna tabela nam lahko pomaga tudi takimfelimo razumeti pomen sestavljenih
preklopnih funkcij.

A B C|A-C|B-C|A-C+B-C
0O 0 O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 O 0 0 0
0 1 1 0 1 1
1 0 O 0 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 O 0 0 0
1 1 1 1 1 1

Zapis preklopne funkcije z znaki imenujerBoolov izraz. Isto preklopno funkcijo lahko
zapBemo z razfinimi Boolovimi izrazi.

Pravila za pretvarjanje Boolovih izrazov

1. nevtralni element
A+0=A
A 1=A

2. nasprotni element
A+A=1
A-A=0

3. komutativnost
A+B=B+ A
A-B=B-A

4. asociativhost
A+(B+C)=(A+B)+C
A-(B-C)=(A-B)-C

5. distributivnost
A-(B+C)=A-B+A-C
A+(B-C)=(A+B)-(A+0C)
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6. idempotenca
A+ A=A
A-A=A

7. absorbcija
A+A-B=A
A-(A+B)=A

8. De Morganov izrek
A+B=A:
A-B=A+B

ool

Naloga:
A S pravilnostno tabelo preveri pravilnost pravila o absiitbc
> NapiSemo tabelo ter primerjamo prvi in zadnji stolpec.

A B|A-B|A+A-B
0O O 0 0
0 1 0 0
1 0 0 1
1 1 1 1

13.3 Dvdlene preklopne funkcije

Funkciji logicni IN in logicni ALI sta dvcleni preklopni funkciji, nista pa edini. Vseh
skupaj jih je 16, vendar nimajo vse svojega imena in znaka.

St. tabela ime funkcije simbol kratica iZava

0 0000 konstanta 0 0 0

1 0001 konjunkcija . AND A-B

2 0010 negirana implikacija A-B

3 0011 spremenljivka A A

4 0100 negirana implikacija A-B

5 0101 spremenljivka B B

6 0110  ekskluzivni ALI ® XOR A-B+A-B
7 0111 disjunkcija + OR A+ B

8 1000  Piercova funkcija ! NOR A+ B

9 1001 ekvivalenca = XNOR A-B+A-B
10 1010 negacija B - NOT B

11 1011 implikacija — A+ B

12 1100 negacija A - NOT A

13 1101 implikacija — A+ B

14 1110 Shefferjeva funkcija | NAND A-B

15 1111 konstanta 1 1 1
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13.4 Popolna disjunktivha normalna oblika

Z mnazico operatorje\-, +, =} lahko izrazimo vse preklopne funkcije, zato jo imenu-
jemofunkcijsko poln sistem operatorjev. Obstaja néin, kako s pomdjo teh operatorjev
vsako funkcijo enotino zapsemo. Tak zapis imenujemo popolna disjunktivha normalna
oblika, ki jo s kratico ozné@mo kot PDNO.

Najprej podajmo nekaj dodatnih izrazov. Posamezno spriienin njeno negacijo
imenujemoaliteral . Produkt literalov vseh spremenljivk, ki nastopajo v fuifikge min-
term. Vsakemu mintermu v pravilnostni tabeli ustreza ena vastic

Primer:
Imejmo funkcijoF'(A, B, C'). NaStej vse minterme.

Odgovor: Mintermisad-B-C,A-B-C,A-B-C,A-B-C,A-B-C,A-B-C,
A-B-CinA-B-C.

Vsako funkcijo lahko zagiemo kot vsoto mintermov. V vsoti hastopajo natanko tisti
mintermi, za katere je v pravilnostni tabeli rezultat 1. Galobimo PDNO.

Primer:
F=A-C+B-C
V PDNO se ta funkcijazape kotF = A-B-C+A-B-C+A-B-C

13.5 Minimizacija preklopnih funkcij

Vsak zapis funkcije v obliki vsote produktov imenujemo diggtivna normalna oblika
(DNO). PDNO je poseben primer DNO. V praksizglimo ¢im krafsi zapis preklopnih
funkcij. Minimalna disjunktivha normalna oblika (MDNO) je takSna DNO, ki ima
najmange manostevilo produktov.

Minimizacija preklopnih funkcij je v splénem zahteven problem. &tgemo na papirju,
uporabimo Veitcheve ali Karnaughove diagrame. Prikazatb le uporabd&arnaugho-
vih diagramov.

Postopek poteka v treh korakih:

1. Najprej glede n&tevilo spremenljivk izberemo ustrezno velik diagram irusare-
zna mesta v diagramu \§Bmo enice.

2. Nato zdrizujemo te enice v magg¢ ali v&je enote, ki jim réemo kar krogi. Pri
tem veljajo naslednja pravila: znotraj vsakega kroga skdaamo enice, krogi so
lahko veliki 1, 2, 4, 8 itd. polj, krogi se lahko med seboj pirefjo, krogi lahko
segajocez rob diagama.stemo tako rgitev, ki imacim mangestevilo Cim vecjih
krogov.

3. Vsakemu krogu pripada en produkt.
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Naloge:
A Minimiziraj preklopno funkcijoF = A-B+A-C+A-B-C
> Karnaughov diagramov:

B

ol o(1)o0

c[[ Uolaj

Odgovor:F =A-B+B-C

A Minimiziraj preklopno funkcijoF’ = (A- B) @ (B — C)
> Karnaughov diagramov:

1) 0 (1)1
cl|1)(1) o2

Odgovor:F =B+ A-C+ A-C

A Minimiziraj preklopno funkcijof' = (A® B) — (C @ D).
> Karnaughov diagramov:

2

B
(1Y o[ 1) 0
D@ 1/1]1)
11010
IORYD

Odgovor:F =A-B+A-B+C-D+C-D
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POGLAVJE 14

DODATNA SNOV

14.1 Kotne funkcije

Matemattni prirocnik, str. 59-68
Definicija

Kotne funkcije so definirane z razmerji v pravokotnem trikkt.

nasprotna kateta

sino = -
hipotenuza
prilezna kateta
cosq = -
hipotenuza
nasprotna kateta
tgo = —
prilezna kateta
prilezna kateta
ctga =

nasprotna kateta

Vrednosti kotnih funkcij za osnovne kote

0° 30° 45° 60° 90°

T T 7T T
o =~ - - =
6 4 3 2
.Olﬁ\/ﬁl
mn - —— —
S e 2 2 2
V3 V2 1
cosa:lTT—O
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14.1. KOTNE FUNKCIJE POGLAVJE 14. DODATNA SNOV

. . . : . 1 1. 4
Vrednosti kotnih funkcij si zapomnimo tako, da uﬁevamoi = % inl = g

Kotne funkcije so periodine funkcije. Sinus in kosinus imata perio@®, tangens in
kotangens pa periode. Zaradi periodinosti velja:

sin(z£2-k-7) =sinx
cos(r +2-k-m) =cosx
tglrtk-m)=tgx
ctg(xr £ k-m) =ctgx

Grafi kotnih funkcij narisani v pravilnem razmerju izgledaakole:
6

sin(x)
cos(x)

<

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

6 T
tan(x) +——
\ } \ 1/tan(x) +——
4

2 |
0 /X \ ) AN /X
Wr X

— ]
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POGLAVJE 14. DODATNA SNOV 14.1. KOTNE FUNKCIJE

Nicle kotnih funkcij zapSemo na naslednji Ba:

sinex =0 r=k-m,keZl
cosz =0 $:(2-k—1)~g,k€Z
tgx =0 r=k-mkeZ

ctgr =0 x:(Z-k—l)-g,kEZ

Pretvorba v kotno funkcijo ostrega kota

Kotno funkcijo poljubnega kota lahko prevedemo na funkogtrega kota

0° —90° 90° — 180° 180° — 270° 270° — 360°
0— E — ™ — 3—7T S—W —2m
2 2 2 2
ostrikot  sin(m —x) =sinz  sin(r+2z) = —sinz  sin(2r —z) = —sinx
cos(m —x) = —cosxz cos(m+x)=—cosx  cos(2m — x) = cosx

tg(m —z) = —tgx tg(r+z) =tgx tg(2r —x) = —tgxw

ctg(m —z) = —ctgxr  ctg(m+x) =ctge  ctg(2r —x) = —ctgx

Koristne so tudi naslednje zveze:
sin(—z) = —sinx

cos(—x) = cosx

tg(—z) = —tgx

ctg(—z) = —ctgx

Naloge:
1
A sin 1230° = sin(3 - 360° + 150°) = sin 150° = sin(180° — 30°) = sin 30° = 5
A co0s(—1020°) = cos(1020°) = cos(2 - 360° 4 300°) = cos 300° = cos(360° — 60°) =

1
= cos60° = —

\)

sin210°  sin(180° 4+ 30°)  —sin30°
A 1g210° = - - -
cos210°  cos(180° 4 30°)  —cos30°

=
V3

1\3|§|[\')|>—t
w
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Pomembne zveze med kotnimi funkcijami

sin(g — ) =cosx

™

COS(E —x) =sinx

sin?z +cos?z =1

sin?z = = - (1 — cos2z)

2

cos’xr = — - (1 4 cos 2x)

N — N

sin2z = 2-sinx - cosw

— eoa? .2
cos 2x = cos“ & — sin“ @
sin(x +y) =sinz - cosy £ cosx - siny
cos(r £ y) =cosx-cosy Fsinz -siny
r+vy r—y

sinx +siny = 2 - sin coS
Teny 2 2
. . r+y . xrx—y
sinx —siny = 2 - cos - sin 5
T+ T —
cosx + cosy = 2 - cos y~cos J
2 2
. .=y
cosT —cosy = —2-sin - sin 5

sinz - siny = 5 (cos(z + y) — cos(x — y))

1
COST - COSY = 3 (cos(z +y) + cos(z — y))

1
sinz - cosy = 5 (sin(z + y) + sin(z — y))
Naloge:

A sin(z + g) = cos(g -z - g) = cos(—x) = cos(x)

A sinz+cosx :sinx—i-sin(g—x) = 2-sin%-cos(x——) =2-

= 2-sin(?%—x):\/§~sin(x+£)
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POGLAVJE 14. DODATNA SNOV

14.1. KOTNE FUNKCIJE

Risanje kotnih funkcij

Funkcijo sinus v splénem zagiemo koty = A - sin(w - « + ).

A — amplituda
w — frekvenca

p — faza
. .. 27
Osnovna perioda funkcije j€ = -
Zaloga vrednosti je od-A do +A.
oy . 1
NiCle so v t&kah:z = o (k-m— ).

- . o 1
Minimumiso v t&€kah:z = — - (2- k-7 — g — ).
w

. : . 1
Maksimumiso v tékah:z = — - (2- k-7 + g — ).
w

Kot primer narsimo graf funkcijef (z) = 2 - sin(3 - x — 4).

. 2
Perloda:T7T = 2,094

Amplituda: 2
oy 1
NIC|er=§-(k‘-7T—I-4)
1
k::O:x:§-(0-7r+4):1,33
1
kzlim:§-(1-7r+4):2,38
. . 1 T
MakS|mum|:x:g-(Q-k-w+§+4)
1 m
k=0:z==-(2-0-m+=+4)=1,86
3 2
1 us
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POGLAVJE 14. DODATNA SNOV

2%in(3*%-4) ——

\J

\/

Posredno risanje kotnih funkcij

Naloge:

A Narisi graf funkcijef (z) = e %15

- cos 2x.

10

elxp(—O. 15*x)
-exp(-0.15*x)

exp(-0.15*x)*cos(2*x)

-10
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POGLAVJE 14. DODATNA SNOV

14.1. KOTNE FUNKCIJE

A Narisi graf funkcijef(z) = cos(2).

4

/

cos(4*(1.5**x))

1.5%*x

.

\

Odvodi s kotnimi funkcijami

e y=sinr ¢y =cosx
e y=cosr Yy =—sinzx
— /! 1
e y=tgr Y =—
cos?x
, 1
o y=ctgr Y =-———
sin®
Naloge:

A y=2-sin(3-z—4)
>y =2-cos(3-2—4)-3=6-cos(3-z—4)
A y=tg’z

sin x 1 sin x

, 1
>y =2-tgx- = =2

cos? x CcoOsT Cos?x cos® x
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14.2 Krozne funkcije

Matemat€ni prirocnik, str. 70-71
Definicija

Krozne funkcije so inverzne funkcije kotnih funkcij.

Yy =sinx x = arcsiny
Y =COST I = arccosy

Ker so kotne funkcije periodne, je potrebno izbrati zalogo vrednosti. i sin x izbe-
remo rezultate na interva[&g, +g], pri arc cos  pa na intervaldo, =].

U
asin(x
15 )

| /

0.5

-0.5

-1.5

3 \
25

aéos(x)

) \\
1 N\
05 \
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Odvodi s kroznimi funkcijami

1
1. y = arcsinz = —
) Y 1.2
1
2. y=arccosr Y =—————
V1—a?
1
3. y=arctgx ¢y = 22
1
4. y =arcctgr Yy = 1ia2
Naloge:
N ; 2—ux
= arc
Y g1+2x
o = 1 (-1)-(14+22)-(2—-2)-2 —1-20—-4+422
y—1+ 2=\’ (1+22)7 (4222 +(2-2)2
1422
-5 -5 —1

B 1+ 4x + 4p2ti—deta®

5x2+5:x2—|—1

A y=arccosz 2

1 2173 2 2
[> y/ = - - (—2) . :L‘_g = = = =
V1—a4 Vi—z=t 3.1 —2 y /1_i
.’E4
2 2

:\/:UG—x2:x-\/:c4—1

A y=arctg(e”)

5 o — 1 o — e’ 1
y = 1+eQx - 1_|_62x_ e~ T 4 ¥

A y =z -arcsin(x)

> domaa naloga

1

Ay=——
arc cos(x)

> doma&a naloga
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14.3 Integriranje po delih

Matemattni prirocnik, str. 317

Metodo integriranja po delih imenujemo tudi integriranfel partes”. Izpeljemo jo na
naslednji nain.

Zapsemo odvod produkta in dodama:
(u-v) =u - -v+u-

(u-v) - -dx=v-v-dx+u-v -dx
Obe strani integriramo:
w-v=[u v -dx+ [u-v-dx

Sedaj zamenjaméene:
Ju-v-dx=wu-v— [u v-dx

Dobljen rezultat enostavneje za&pmo kot: [« - dv = u-v — [v - du in ga koristno
uporabimo pri integriranju produkta.

Naloge:
1
u=Inz du=—-- -dx 26 251
dv = 2° - dx v:fxg’-dX:E X
6 1 6 1 1 6 6
:%-lnm—gfa:5 dx—% lnm—é-é-x —{—c—% lnx—§—6+c
. u==x du = dx
A [z -sinz-dx= dv = sing - dx v = — cosa =—x-cosx+ [cosz-dx =

= —x-cosx+sinx +c¢

1-2

A [log(2-2)-dx— | U= logs(2 @) du= g —odx |
dV:dX vV=2x
= 7 -logs(2 - cdx = - loga(2 - 1) —
= -logs(2-2)— [z- - 1n3 dx = - logs(2 - z) ™ 3+c
Inz\” In’z u=In’z duzz-lnm-dx
A f(—) dX:f 5 'dX: dX €T 1 _
v z dV:—2 v = ——
T x
1 2 u=Inx du=—-dx
:——~1n2x+f—2-lnx~dX: 9 T, —
v L dV:_Q'dX V= ——
X X
2 1 1 2 2
=——In’ :1:—— e+ [Z- = dx=—=-Inz— > -Inz - = +¢
x x T T x x x
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14.4. IMPLICITNO PODANE FUNKCIJE

14.4 Implicitno podane funkcije

Matematcni prirocnik, str. 35

Pri implicitno podanih funkcijah spremenljivki in y nista IcCeni glede na eria,j.

> Enabo lahko na enostaven&ia pretvorimo v eksplicitno obliko:

Naloge:

A r+y=1
y=1—x

A 2 +yP=1

> V tem primeru pretvorba v eksplicitno obliko ni tako enostaysaj podana enoba ne
dolota funkcijey = f(z) ampak relacijo med in y. To pomeni, da istemu lahko

ustreza vé kot ena vrednosj.

y=+yT— 2

15

sqrt(l—x**l*Z) —_—
-sqrt(1-x**2) ——

/
/

N\
\

-0.5

\
AN

)
S/

-1.5

Odvod implicitno podanih funkcij

Da bi izra&unali odvod implicitno podane funkcije, je ni potrebnotpaeiti v eksplicitno
obliko. Odvajamo jih lahko direktno in na koncu izrazingfo

Naloge:

A z+ty=1

> 14y =0
y =-1

0.5
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A 2+yi=1

> 2x+2y-y =0
, 2r x

YTy T T Lo

A lIzraCunaj vrednost odvoda funkcije, ki je podana implicitno a@oInz + Iny = 1 v
tocki e.

> lnx+Iny=1
1 1
r oy
En&be ne preoblikujemo ampak direktno vstavimo podardido Ker pa potrebujemo

obe koordinati toke, najprej izrdunamaoy pri x = e.

Ine+lny=1
l+hy=1
Iny=0
y=¢e" =1
Dobili smo tako (e, 1), ki jo sedaj vstavimo v odvod:
Ll
e 1 =
1
[— —_—
y= €
4 T T
R
3 \
\
2
SN
1 \
T~
0 \
-1 \
-3
-4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
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A lzratunaj vrednost odvoda funkcije, ki je podana implicitno a@o 422 + 9y? — 36 = 0
v totki /5.

> Tako, kot v pregnjem primeru, bomo potrebovali obe koordinatike, zato najprej vsta-
vimo z in izraCunamaoy.
4-549-y*—-36=0
9-y? =16
4

— 4=
Y= =3

Ugotovimo lahko, da podanemuustrezata dve fiki, zato bomo izréunali odvod v obeh
tockah. Sedaj odvajamo podano funkcijo:

8r+ 18y -y =0

, 8x 4x
y:——:——
18y 9y
) 4-4/5 V5
yl__9—4__7
3
= 4-v5 V56
D N )
9.(——
(-3)

T T
(1.0/3.0)*sqrt(36-4*x**2) =—
-(1.0/3.0)*sqrt(36.0-4.0*x**2) ——
(-sqrt(5)/3.0)*x+3.0 ’
(sqrt(5)/3.0)*x-3.0 ———

1 e N

NS
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14.5 Parametricno podane funkcije

Matematcni prirocnik, str. 35, 277
Parametigno podana funkcija ima obliko dveh e v katerih nastopa parameter
Naloga:
A © = cost
> y =sint
Ce ti dve enabi obravnavamo skupaj lahko ugotovimo, da predstavljedarico s pol-

merom 1.
1.5

" cos(t), sin()

/ \

0.5

AN /

-1.5

Odvod parametricno podanih funkcij

Odvod po spremenljivki bomo oznaevali kot f(¢). Torej velja:

y = dy
dx
dx
r=—
dt
j=
dt
Za prvi in drugi odvod imamo nasledniji pravili:
Y
[ —
YT
"o_ T-y—T-y
T

132



POGLAVJE 14. DODATNA SNOV 14.5. PARAMETRINO PODANE FUNKCIJE

Naloge:

A lzraCunaj odvod parametino podane funkcijer = cost, y = sint

, Y cost
>y === — = —ctgt
T  —sint

Cejet = g potem enébi dolcCata t@&ko (0, 1). Odvod v tej t@&ki je — ctgg = 0.

3 2
A |zraCunaj prvi in drugi odvod parametrno podane funkcijer = % y=4- %

10433, 4-+42)2 ——
10

I

-10

-15 -10 -5 0 5 10 15

>> domaa naloga
A lzraCunaj vrednost prvega odvoda \Cko O za naslednjo parametrio podano funkcijo:
x =e¢l-cost

y=-e!-sint

10 I exp(t)*cols(t), exp(t)fsin(t)

—

L )

-10

-15

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5
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exlp(t)*cos(t),ei(p(t)*sin(t) I
100

50

-50

-100

)

-150

-100 -50 0 50 100 150 200 250

8000 T T
exp(t)*cos(t), exp(t)*sin(t) —

6000

4000

! N

0 //
-2000
-4000
-14000  -12000  -10000 -8000 -6000 -4000 -2000 0 2000

o> doma&a naloga
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14.6 Funkcije dveh neodvisnih spremenljivk

Matemat€ni prirocnik, str. 100-102, 283, 290-291
Graf funkcije dve neodvisnih spremenljivk je ploskev.
Naloga:

A 2=+

x**2+y**2 —

O P N W M OO N

[ < T =T N NS - SN

Parcialni odvodi

Ce funkcijo dveh spremenljivk = f(z,y) odvajamo po eni spremenljivki, dobimo par-

cialni odvod funkcije. Parcialni odvod funkcije po sprerjigki = ozn&imo kot%.
T

Parcialni odvod funkcije po spremenljivkiozna&imo kot%.
Y

Naloge:

A z:xQ-y3+:p3~y

— =2 343
o r-y+3-x
0z
=3- +
8y x? y x3
Az:x-\/@

> doma&a naloga
A z=2Y

> doma&a naloga
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Minimum in maksimum funkcije dveh spremenljivk

Ce ima funkcija dveh spremenljivk(z, y) v tocki (z, yo) minimum ali maksimum, po-
tem v tej taki velja:

af
7y ="
af
5o =0

Podobno kot pri funkciji ene spremenljivke jecta prvega odvoda potreben, ne pa tudi
zadosten pogoj.

Pri funkciji ene spremenljivke smo minimum in maksimum mepali s pomaojo drugega
odvoda. Tudi pri funkcijah dveh spremenljivk je podobno.amo pa tri razline druge
odvode; drugi odvod po, drugi odvod pa; in meSani odvod.

f
Ox?
f
0y?
o0 f
0xdy

Iz dobljenih odvodov tvorimo matriko, ki se imenuje Jakelba matrika. Determinanta
Jakobijeve matrike nam pomaga d@itg ali je v tocki minimum oz. maksimum.

*f P
0x?  Oxdy
Jxy)=1 )
or  of
Oxdy  0x?
. 92
Cejedet/(x,y) > 0in Ere > (), potem je v t@ki (x, y)minimum.
. _O*f : . :
Cejedet/(z,y) > 0in 2 < 0, potem je v t@ki (z, y)maksimum.
X

Ce je det/(,y) < 0, potem v t@&ki (-, y) ni niti minimum niti maksimum.

A PoRi tocke, v katerih bi funkcija = 22 + x + y* + y + 5 lahko imela maksimum.
>> glej zapiske predavan;

A Po&Ci minimum in maksimum funkcije = 2% + = - y + 2.

>> glej zapiske predavan;
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14.7 Diferencialne enabe

Matematcni prirocnik, str. 366-367

Imamo ené&bo, v kateri nastopajo, funkcijay = f(x) in y/. Izratunati je potrebng. Ta
problem imenujemo diferencialna e prvega reda.

Primer:

x-y —a-y=0

Hitro se lahko preptiamo, da je r&itev:y = ¢ - 2°
y =c-a-x*!

vy —a-y=x-(c-a-z) —a(c-2)=0

Iz danega primera lahko razberemo, da v $pem r&itev diferencialne eride ni ena
sama funkcija, ampak $@ev vsebuje konstanto, ki je lahko poljubna. Zato pogpsto
stavimo kot dodatni pogoj enotko (x, y), ki jo mora réitev vsebovati. Tako dopolnjeno
nalogo imenujemo Cauchyjev problem.

A PoRKi resitev diferencialne eridex - ' — a - y = 0, ki gre skozi t@ko (2, 4).

>> glej zapiske predavan;

ReSevanje diferencialnih en&b z IoCljivima spremenljivkama

Glej zapiske predavanj.
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14.8 Linearna regresija

Matemat€ni prirocnik, str. 617-619

Imejmo poskus, katerega izidi so pétevil (z,y). Zanima nas, ali so vrednostiin y
med seboj linearno odvisne, torej ali obstaja premica, kicd®o prilega tokam(z, y).

Za ugotavljanje linearne odvisnosti izianamokorelacijski koeficient r,.
g Zl(l‘z —7) - (yi —Y)
Xy 1=
TXy = =
VSx-S n _ n —
ERTOSEEE R SR

i=1

BliZje, kot jery, vrednosti 1, bolj sta vrednostin y linearno odvisni med seboj. Koefi-
cienta premice, ki se najb&k prilega danim ttkam, sta:

=) (Y =y
b:&:izl( ) (vi —9)
ox (2; — 7)?
=1
a=y—0b-Z

Priizratunu si lahko pomagamo tako, da, S, in Sy, izraCunamo na drugaen n&in:

3 - 2_<ii1—x>2

—\2
Sx:il(xi—x) :izzlx -
N
n ()
Sy= 2y~ =2y~ =
i=1 i=1 n
" w22y
Sey = ;:1(% —Z)-(yi—y) = izlxy—%

Naloge:
A Izmerili smo naslednje vrednosti zan y: (1,12), (2,15), (4,18), (6,26) in (7,29).
Preli linearno odvisnost vrednostiin .
o> Srednji vrednosti sta = 4 in y = 20. Naredimo tabelo:

vy xy 2y (-7 Y-y (@-3)-(y-y (@-2)?* (y—y)?
1 12 12 1 144 -3 —8 24 9 64

2 15 30 4 225 -2 _5 10 1 25

4 18 72 16 324 0 —2 0 0 4

6 26 156 36 676 2 6 12 4 36

7 29 203 49 841 3 9 27 9 81
20 100 473 106 2210  / 7 73 26 210
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> Zaizra&un najprej uporabimo prvi &
n

> (i~ ) (3~ 7) o

1=1 B _
N2 (e V200210 73,89
i=1

= 0,988

Ty =

i=1

- i;(azi—w)-(yi—y) B
S(ri-a2
=1

a=7—b-2=20—2,81-4=28,77

Uporabimo sedae drugi nain:

2,81

n 2
T 2
LAY = 20
Sx:ZSL’ ——— =106 — — =106 — 80 = 26
i=1 n b}

n 2
n (;y> 1007
n

S, = ;yz - = 2210 — —— = 2210 — 2000 = 210
n Lt L 20 - 100
Sxy=;xy—’*17“1:473— — 473 — 400 = 73
Sy 73 73

oy = = — — 0,988

Py T BK Sy V26,210 73,89

b2 Ty g

X 26 ’

a=7—b-7=20—281-4=87T

A Na strani Statis@inega urada Slovenijd{t p: / / ww. st at . si /) lahko preverimo,
kako pogosto je posamezno ime. Tako je nastala spodnjatddekikazuje, koliko ljudi
se je v dol@enih obdobijih rodilo z imenorStefan in koliko ljudi se je v istih obdobjih
rodilo z imenom Jae. Izr&unaj korelacijski koeficient in zapsi en&bo regresijske
premice, ki najbofe opisuje zvezo mestevilomStefanov inStevilom Jaetov.

obdobje | steviloStefanov Stevilo J&etov
1921 - 1940 1863 2395
1941 - 1960 3207 7214
1961 - 1970 961 4186
1971 -1980 503 2045
1981 - 1990 203 972
1991 - 2004 117 263

> doma&a naloga
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14.9 Kompleksnastevila

Matematcni prirocnik, str. 22-25

Kompleksnastevila so sestavljena iz realnega dela in imaginarnega del
z=x+1-y

Oznakoi obravnavamo kaitevilo, za katero veljg# = —1 0z.i = /1.

Kompleksnastevila predstavimo v ravnini, v kateri na ashan&amo realni del, v 0sj
pa imaginarni del.

Kompleksnistevili z; = a +i-bin z, = a —i-b imenujemo med seboj konjugirani
kompleksnistevili, kar ozn&imo takole:

21:,2'—2
2222_1

Cejez = a+1i- b, potem absolutna vrednost kompleksnétgvilaz zapsemo kot|z|
in jo izracunamo kotz| = v/a? + b2. Absolutna vrednost kompleksnegvila je realno
Stevilo.

Osnovne raunske operacije z kompleksnistevili
Ratunanje s kompleksningtevili je podobno réunanju z binomi.

1. Sétevanje in odtevanje
z1=a+1-by
Zo =ag+1-by
21 £ 29 = (a3 £ag) +1-(by £by)
2. Mnazenje
zZ1=a;+1-by
Zo=as+1-by

21'22:((11+i'b1)'(a2+i'b2):CL1‘CLQ—bl'b2+i'(a1'b2—b1'a2)

3. Deljenje z realningtevilom

21:a+i'b
z a . b
_ = — 1. —
c ¢ c

4. Deljenje kompleksniBtevil

Pri deljenju kompleksnil$tevil je postopek taen, da najprej pomiano Stevec in
imenovalec ulomka z konjugiranim imenovalcem.

a1+i-bl (a1+i-b1)-(a2—i-62)_a1-a2+b1-bg+i-(bl-ag—al-bg)

a2+i-bg_(a2+i-bz)'(a2—i'52)_ G%Jfb%

140



POGLAVJE 14. DODATNA SNOV 14.9. KOMPLEKSNATEVILA

Naloge:
A 21 =1+2
29 = 3—4i
. . 21 . 22
|Z|'aClJnajZ’1 + 29,21 — 29, 21 * 29, — IN —.
) <1

> glej zapiske predavan;.
A 21 =242
|zra€unajz 1.

>> glej zapiske predavan,;.

Polarni zapis kompleksnihStevil

Polarni zapis kompleksniBtevil imenujemo tudi trigonometi zapis. Pri polarnem
zapisu kompleksnétevilo ne obravnavamo kotdko ampak kot daljico v koordinatnem
sistemu. Daljica ima daino in kot in s tema dveméteviloma lahko enatino opgemo
vsako kompleksn&tevilo.

Dolzino daljice oznéimo kotr in jo imenujemo modul kompleksnegtevila.
Kot daljice ozn&imo kot in ga imenujemo argument kompleksnégevila.
Pretvorbo v polarni zapis si oglejmo na primeru:

A z2=3+4+72
Dolzina daljice je enaka absolutni vrednosti kompleksrguila.
r=lz =vV3¥+22=V13
Kot izratunamo po naslednji formuli:

imaginarni del

= t
L realni del

2 .
p = arctg 3= 33,69° = 0, 588 radianov
Torej: z = 3+ 2i = (v/13,33,69°) = (v/13,0, 588)

Tudi pretvorba iz polarnega zapisa si oglejmo na primeru:0

Z=7T-cosp+1i-singp

2 2
z:\/i-cos%+i-\/§-sin%:\/§-§+i-\/§-\/7_:1+i
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Pri zapisu s paron§tevil osnovne operacije ne delujejo na enostavainhaTukaj je
primer, kako moramo in kako ne smema@uaati.

A2 =1+2
Po pretvorbi dobimo:
21 = (V/5, arctg 2)
4
2y = (5,arctg(—§))
Preizkusimo s&evanje po komponentah:
4
(v/5 + 5, arctg 2 + arctg(—g)) =7,12+1,2951
Vidimo lahko, da nismo dobili prave vsote.
Ratunanje s polarnim zapisom poenostavi®®za zapis uporabimo kar formulo iz pre-

tvorbe, torej kompleksnéteviloz = a + -b zapBemo kot = r - (cos ¢ + i - sin ), Kjer
star in o modul in argument kompleksnegtevila-.

Nekaj razlogov, zakaj nam polarni zapis kompleksn&gaila koristi:

1. 1z njega sta razvidnain .

2. S poma@jo Moivrove formule hitro izr@unamo potenco kompleksnegiavila.
[ (cosp +1i-sing)]” =r"- (cosng +1-sinney)]
Moivrova formula velja le za cekievilske potence, torej zac Z.

Naloga:
A z2=1+2i
Izratunajz>.
>> glej zapiske predavan,;.

Operacije nad kompleksnimi stevili v polarni obliki

Glej zapiske predavan.
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Uporaba kompleksnih Stevil v analizi

Ce updtevamo kompleksnétevila, potem ima vsak polinom-te stopnje (koeficienti
polinoma so realnatevila) natanka nicel.

Naloge:

A f(z)=2>+2x+2

>> glej zapiske predavanj
A f(x)=22+1

>> glej zapiske predavan;

Pravilo: Kompleksne rile se vedno pojavijo v parih tako, d& je z niCla polinoma,
potem je tudi konjugirangtevilo zZ niCla tega polinoma. 1z tega pravila sledi, da imajo
polinomi z lihimi stopnjami vsaj eno realnoato. To isto lahko dokzemo tudi na druge
nacine, npr. z Bolzanovim izrekom.
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POGLAVJE 15

ZBIRKA NALOG

x2 =2
r—1"

i Dana je racionalna funkcijp =

a) Doloci nicle in pole funkcije.
b) DoloCi asimptoto funkcije.

c) Cimbolj nataigno skiciraj potek funkcije.

ZL’d—J]

HH Dana je racionalna funkcijp= —— .
42 — 5
a) DoloCi nicle in pole funkcije.

b) DoloCi asimptoto funkcije.

c) Cimbolj nataréno skiciraj potek funkcije.

x5 —3

Ht Dana je racionalna funkcijg = — 5
2 _

a) Doloci nicle in pole funkcije.
b) DoloCi asimptoto funkcije.

c) Cimbolj nataréno skiciraj potek funkcije.
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3 +3

## Dana je racionalna funkcijg = 5
T

a) Doloci nicle in pole funkcije.
b) DoloCi asimptoto funkcije.
c) Cimbolj natartno skiciraj potek funkcije.

3 —

Hit Dana je racionalna funkcijg = — 5
l’ —

a) Doloci nicle in pole funkcije.
b) DoloCi asimptoto funkcije.

c) Cimbolj natargno skiciraj potek funkcije.

3 =22+

## Dana je racionalna funkcija = )
x J—

a) Doloci nicle in pole funkcije.
b) Doloci asimptoto funkcije.

C) éimbolj natartno skiciraj potek funkcije.

## |1zrabunaj prvi in drugi odvod funkcije = In(z? + 2).

Ht IzraCunaj prvi in drugi odvod funkcije = Inz .
xZ

HH Izra€unaj prvi in drugi odvod funkcijg = ln(l).
X

## Dana je funkcijay = 23 + 222 — 3.

a) Doloci nicle in ekstreme funkcije.
b) Cimbolj nataigno skiciraj potek funkcije.

c) V skrajno desni rili izracunaj kot, pod katerim funkcija seka os
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## Dana je funkcijay = 2% — 222 — 3.

a) Doloci nicle in ekstreme funkcije.
b) Cimbolj nataiéno skiciraj potek funkcije.

c) V skrajno levi ntli izracunaj kot, pod katerim funkcija seka os

## Dana je funkcijay = 323 — 22 — z.

a) Doloci nicle in ekstreme funkcije.
b) Cimbolj nataino skiciraj potek funkcije.

c) V skrajno desni rili izraCunaj kot, pod katerim funkcija seka os

## Dana je funkcijay = 23 — 22 — 2.

a) Doloci nicle in ekstreme funkcije.
b) Cimbolj nataino skiciraj potek funkcije.

c) V skrajno levi ntli izracunaj kot, pod katerim funkcija seka os

)

5 ima niéli v tockah—+/2 in ++/2.

IzraCunaj kota, pod katerima funkcija v teh dveltlah seka 0s.

## Racionalna funkcija =

Ht Obseg pravokotnika s stranicaman b je 24 cm. Dol@i stranici tako, da bo pkgina
pravokotnika najvéa! Namig: pl&Cino izrazi kot kvadratno funkcijo ene stranice in
potem izr&unaj, kje je njen maksimum=— 8 tatk

Hit Obseg pravokotnika je 20 cm. KoBki naj bosta stranicil in B tega pravokotnika, da
bo diagonala najkr8a m@na? Namig: diagonala pravokotnika s stranicaina B se
izratuna po formulid = v/ A% + B2. — 8 t&k

## 1zratunaj integral [ v/1 — 3z dz. Namig: uporabi metodo substitucijet 8 tatk

SR 1
Ht IzraCunaj mtegral/L dz.
Via?+2x + 2

Namig: najprej uporabi metodo substitucije tako, da Zépi? + 2z + 2 = ¢ in nato
izrazis produkt(z + 1)dz. — 8 t&€k
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Ht IzraGunaj pla&cino lika, ki ga oklepata funkciji = 22 in y = 2z + 3. Namig: pl&Cina
je med 10 in 20.

A4

## 1zrabunaj plagino lika, ki ga oklepata funkciij = 2% in y = 22 + 1. Namig: preséi&i

stava; =— Y220 & 1972 in gy =+ Y220 & 41 072,

Ht Izra€unaj pl&kino lika, ki ga oklepata funkcijiy = z* in y = cos(z), €e kotne funkcije
ratunamo v radianih! Namig: funkciji se sekata ¢kah -0,82413 in +0,82413!

H#H 1zratunaj pldtino lika, ki ga oklepata funkciji; = 24 in v, = 222 — 1.
Namig: funkciji se dotikata v ttkah -1 in +1, sicer pa je vrednost funkcije v vseh
toCkah veja od vrednosti funkcijes..

2
## |1zrabunaj pospléeni integralfﬁ -dx
) @

## Z navadno iteracijsko metodo za nun@ed iskanje riel pogCi niclo funkcije
y =z —+/x + 1. Namig: ntla lezi v okolici tocke 1,5.

## Z Newtonovo tangentno metodo za nuniean iskanje riel po&Ci tisto niclo
funkcijey = In(z? — 1), ki lezi v okolici totkez = +1.5.

## Z Newtonovo tangentno metodo za nuniao iskanje riel pogCi tisto niclo funkcije
y = x — In(z?), ki je v bliZini tockez = —1.

## Z Newtonovo tangentno metodo za nuntean iskanje riel pos&ci tisto niclo
funkcijey = 2 — x — 7, ki lezi v okolici totke z = 2.

z+1

Va2 4+ 2z +2

Simpsonove formule numéno izra&unaj vrednost tega integrala.

4
## Podan je dolden integral/ dx. Razdeliinterval n&tiri dele in s pomojo
0

622 +1
r—1
Simpsonove formule numeémno izra&unaj vrednost tega integrala.

## Podan je dolden integral/ dz. Razdeli interval natiri dele in s pomdjo
2
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2
. o -3
## Podan je dolGen mtegral/ - d.
o T*—4x -5

a) lzraCunaj natatno vrednost tega integrala. Namig: uporabi metodo né&doiih
koeficientov.

b) Interval razdeli ndtiri dele in s pomgjo Simpsonove formule numéno izra&unaj
vrednost tega integrala.

8
## Podan je dolden integral/ L

a) lzraCunaj natatno vrednost tega integrala. Namig: uporabi metodo né&dolih
koeficientov.

b) Interval razdeli natiri dele in s pomojo Simpsonove formule numeéno izr&unaj
vrednost tega integrala.

1 1 =2
H Dana je matrikaA = 1 1 =3
-3 1 -3

a) lzraCunaj determinanto matrik&.

b) Izratunaj inverzno matrika\ .

Hit Dana je matrikaA =

NGNS
— M o
O =N

a) IzraCunaj determinanto matrika.

b) Izratunaj inverzno matrik\ —*.

## Resi matrino endboA2-X + E = A, Ee je matrikaA = [ é g } .
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Hi Resi podani sistem linearnih edla.

T+ 2y + 2z
r+2y+3z2 = 6
20+2y+32 = 7

Hi Resi podani sistem linearnih edla.

r+2y+3z = =2
T+ 3y + 3z
r+2y+3z2 = 0

I
|
N

## Resi podani sistem linearnih el

2r+y = 1
3r+2y+3z2 = 1
y+2z =1
## Resi podani sistem linearnih el
20 —4dy = 2
5+ 3y +5z = 18
dy -2z = 4
## Resi podani sistem linearnih e
y+z = 3
r+2y+32z = 10
20+ 3y = 12

150



POGLAVJE 15. ZBIRKA NALOG

H## Na obma@ju upravne enote Maribor je dne, 30. 6. 20@Relo 180765 prebivalcev.
Njihova starost je prikazana v tabeli (vinttp://ww. zzv-nb. si /). V vsakem
razredu, razen v zadnjem, goite srednjo vrednost. Srednja vrednost v zadnjem razredu
naj bo 75 let. Nato iz@unajte poprée, standardni odklon ter modalno vrednost danih
podatkov in nagite histogram.

Stevilo let | prebivalcev

0-1 1362
1-3 4114
4-6 4514
7-14 13618

15-19 10804
20-44 66874
45-64 51066
65 in vee 28413

Dodatno: mediana je tista starost, ki bi jo inb@vek na sredini vrst&e bi bili prebivalci

VvV njej urejeni od najmldega do najugega. Ker so podatki grupirani v razrede, lahko
vrednost mediane le prildino ocenimo. Ocenite vrednost mediane ob predpostavke da |
starost prebivalcev znotraj vseh razredov, razen zadngeggkomerno porazdeljena.

## V Statisttnem letopisu Ljubljane najdemo podatke o n§jj\tetni temperaturi v Ljubljani
od leta 1983 do 2002. Iztanaj popré€je in mediano podanih meritev. Nato podatke
razvrsti v 5 razredov (glede na temperaturo!) in &idnistogram.

leto ‘1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992
temperaturd 37,1 333 331 32,7 33,2 349 320 334 342 36,5

leto ‘1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002
temperaturd 349 374 335 333 308 341 331 356 352 349

H## Desetéki stevili +99 in —99 zapsi kot en zlog v dvofikem indestnajsikem sistemu. Za
predstavitev negativnibtevil uporabi dvogki komplement— 8 tak

## Minimiziraj preklopno funkcijoF” = (A|B)|(B + C).

151



POGLAVJE 15. ZBIRKA NALOG

152



POGLAVJE 16

VPRASANJA

VprasSanja iz rednega dela

1.

N

a &~ W

10.

Mnozice. Kako zagiemo mnaico? Kaj spada v mriico naravnihstevil, mn@ico
celih Stevil, mnaico racionalnihStevil in mnaico realnihStevil? Kaj je to pod-
mnazica? Kaj je to karteZini produkt mndic?

Poteigna funkcija. Kako jo zagemo s formulo? Kako poteka njen graf?
Eksponentna funkcija. Kako jo z&gimo s formulo? Kako poteka njen graf?
Logaritemska funkcija. Kako jo zag@mo s formulo? Kako poteka njen graf?

Kotni funkciji sinus in kosinus. Kane so njune zridnosti? Kako potekata njuna
grafa? Razlai tudi, kako pretvorimo stopinje v radiane in obratno?

Linearna in kvadratna funkcija. Kako ju zapmo s formulo? Kako potekata njuna
grafa? Razldi, kdaj in kako uporabljamo Vietovo pravilo. Podaj primer.

Polinom. Podaj primer polinoma. Kako risegmo graf polinoma? Razp kdaj in
kako uporabljamo Hornerjev algoritem. Podaj primer.

Racionalna funkcija. Podaj primer racionalne funkcijek® narsemo njen graf?

Odvod. Razlgi pravila za odvajanje vsote, produkta in kvocienta fupkBiodaj
odvode elementarnih funkcij.

Odvod. Kako odvod uporabimo za iskanje minimumov in nmaksnov dane funk-
cije? Razldi pojme prevoj, konkavnost in konveksnost funkcije. Kaklvad upo-
rabimo za raunanje kota, pod katerim funkcija seka os x?
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11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Nedol@eni integral. Razln pravila za integriranje in podaj integrale elementarnih
funkcij. Razl@i, kako poteka integriranje z metodo substitucije. Podiaper.

Nedol@eni integral. Razlb, kako z metodo razstavljanja na parcialne ulomke
izra”cunamo integral racionalne funkcije. Podaj primer.

Dolcteni integral. Razlbi geometrijski pomen dofiienega integrala. Kako iZtanamo
doloCeni integral. Podaj primer.

Limita. Podaj primer izi@una limite in ga razldi. Kdajin kako uporabimo L'Hospitalovo

pravilo?

Taylorjeva in Fourierjeva vrsta. Kéika je zveza med dano funkcijo in njeno Taylor-
jevo vrsto v neki taki. Podaj primer Taylorjeve vrste in razlipkako jo izr&unamo.
Opisi, kaj predstavlja Fourierjeva vrsta.

Numeréna matematika. Razto metodo iskanja el z navadno iteracijsko me-
todo.

Numertna matematika. Raztometodo iskanja itiel z Newtonovo tangentno me-
todo.

Numer€na matematika. Raziotrapezno metodo in Simpsonovo formulo za nu-
mericno integracijo.

Matrike. Podaj primer matrik raZhih velikosti. Razlai transponiranje, $tevanje
in mnazenje matrik? Kako izt@unamo determinanto matrike?

Matrike. Kako izraunamo adjungirano matriko? Kako iZtmamo inverzno ma-
triko?

Matrike. Kako réujemo matine enabe? Podaj primer in raztopostopek réevanja.
Sistem linearnih edd. Podaj primer in razlo postopek réevanja.

Statistika. Kako podatke razdelimo v razrede? Ragojme frekvenca, relativha
frekvenca, frekveéni poligon in histogram. Razk pojme srednja vrednost (po-
precje), disperzija (varianca), standardni odklon in mediana

Statistika. Podaj zgdnosti enakomerne porazdelitve in Ziaosti normalne po-
razdelitve.

Statistika. Kako s testom hi-kvadrat preizkusimo, @fiultati poskusa statigtio
pomembno odstopajo od pakovanih izidov?

Statistika. Kako naredimo test neodvisnosti dveltireln Cemu je namenjen?

Matematine neenébe. Kako jih réujemo? Razlnte tudi, kako r8imo sistem
matemaitnih neenéb z dvema neznankama.
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28.

29.

30.

Linearna optimizacija. Raztde, kako poteka fevanje problema linearne optimi-
zacije z metodo simpleksov. Giiie nekaj primerov problemov s podija optimi-
zacije.

Stevilski sistemi. Kako pretvorimétevilo v dvojiki in kako viestnajski sistem?
Kako pretvorimastevilo iz dvojgkega irsestnajstkega sistema v desgiti sistem?
Razlaii, kako izr&unamo in zakaj uporabljamo dvski komplement.

Preklopne funkcije. Raztooperacije konjunkcija, disjunkcija in negacija. e
nekaj drugih operacij nad preklopnimi funkcijami in podgijhove pravilnostne
tabele. Razldi, kako minimiziramo preklopne funkcije.

VpraSanja iz dodatne snovi

1.

10.

Kotne funkcije. Podaj vrednosti osnovnih kotnih funked nekatere kote med 0
in 90 stopinj. Kako prevedemo kotno funkcijo poljubnegaskona kotno funkcijo
ostrega kota?

Kotne funkcije. O@i, kako nasemo graf kotne funkcije. Podaj primer.

Krozne funkcije. Razldi krozni funkciji arcsin in arccos. Podaj odvode kroh
funkcij.

Nedoldeni integral. Razlb metodo integriranja po delih. Podaj primer.

Diferencialne enzbe. Podaj primer diferencialne étee z |gljivima spremenljiv-
kama in razldi postopek réevanja.

Implicitno in parametino podane funkcije. Podaj primere in raalokako tako
podane funkcije odvajamo.

Funkcija dveh neodvisnih spremenljivk. Kako o&imao in kako izr&unamo par-
cialni odvod? Podaj primer.

Linearna regresija. RazZibopojma korelacijski koeficient in regresijska premica.
Kako jo izr&unamo?

Kompleksnatevila. Kako tvorimo konjugirano kompleksitevilo? Kako izraunamo
absolutno vrednost kompleksnegfavila? Razlbi postopek s&tevanja, mnbenja
in deljenja kompleksnilstevil.

Kompleksnatevila. Razldi, kako zapsemo dano kompleksri&ievilo v polarnem
zapisu. Podaj in razio Moivrovo formulo za r&unanje potenc in korenov komple-
ksnegastevila.
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